Pasquale Cutolo
Dirigente Superiore dell’ex Ministero delle Poste e delle Telecomunicazioni

UNA NOTA SULLE SERIE DIVERGENTI
E LORO UTILIZZAZIONE

(SECONDA PARTE)
(A NOTE ON DIVERGENT SERIES AND THEIR UTILIZATION)
(SECOND PART)
mmario: con il presente lavoro viene bstract: with this work we examine the
affrontato lo studio di relazioni riguardanti study of relations concerning divergent
serie divergenti, soprattutto quelle con termini a  series, particularly those having powers with
segni alterni, e della loro utilizzazione alternate signs, and their utilization.

7.00 Sui numeri di Genocchi
(Angelo Genocchi, nato a Piacenza il 5 marzo 1817, morto a Torino il 7 marzo 1889)
Consideriamo la serie

=G, (7.01)
e"+1 =
La (7.01) ¢ una serie dove i coefficienti G, rappresentano i ben noti numeri di Genocchi.
I primi valori di G,, sono dati da:
G,=0,G,=1,G,=-1,G, =1,G, =-3,G, =17,G,, =-155,G,, = 2073
Perm=1,2,3,., G,,,=0
I numeri di Genocchi G,,, sono legati ai numeri di Bernoulli dalla seguente formula:
G,, =2(1-2"")B,, (7.02)

percu: G, >0, G, ,<0, (m=1,23,...)

( per la formula (7.02), vedasi Testo , apag. 49)

La (7.02) ¢ facilmente dimostrabile.

Infatti: 2x = 2x - 22(,2)6) ;  sviluppando, otteniamo:

e'+1 e -1 e -1
2m
2x . +Z G, x :
e +1 - (2m)!
2m 2m
* ity 2l ey, O
e —1 2 = (2m)!'| e” “~ (2m)!
2m —| (2x)2m
uindi: x+)> G 7—2 1-2+3'B =21 B
! 2% oy { 2" 2B ) AT L B )
2m 2m
. X e X2
cioe, G,,——=2|) B,,1-2"
; 7 (2m)! [ZT o )(2m)!|J
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Uguagliando i coefficienti delle potenze di x con lo stesso grado, otteniamo facilmente
la (7.02). La serie (7.01) converge per x< 7, e diverge per x >, e, quindi, applicando,

alla (7.01), I’integrazione di cui

al punto 3.01, troviamo: J.: 2Xxe 1a’ ZG —I e dx (7.03)
e + k>0

Calcolando I’integrale del 1° membro della (7.03), troviamo:

J-: 2xe” " _J- 2xe e 2xe’e” _22( 1y* J‘ otk gy = ZZ( 1"

e +1 =0 20 (k+ 2)
2 -X 2
=27 cio: [ 2%¢ = n- T (7.04)
6 0 et +1 6
Per il 2° membro della (7.03), tro viamo:
n’ n’
>.G,=2-"-,dacui .G, =1-=— (7.05)
P 6 = 6

2
11 1° membro della (7.05) definisce una serie div ergente, rappresentata dal valore ( 1— %)

Ora, dalla (7.02), ricaviamo: ~ » G,,=2) B, —> 2*"'B, (7.06)

m=1 m=1 m=1

Tenendo presente la (5.03), ed applicando la (3.04), rica viamo:

" 2,0 X 1
Hmil p 22m+1 a -l 2m X Y = LY 2 dx =
2 = 2 Io (sinh x)? (n) Io (sinhx) 2x

m21 m>1 1+ (7)2
T
o X, 1 y oy 1
= 8 dx = (x=>)= d
-[0 (sinhx) n?+4x? ( 2) 0 (sinhl)z w’+y? !
2
Nell’ Appendice B -punto 5.0) abbiamo calcolato I’Integra le L = 04 ! > dy

(smh )2 w ety

applicando il teorema dei “Residui”, piu precisamente il 2° teorema integrale

di Cauchy, ed abbiamo ottenuto il seguente risultato:

2 2
L= o4 ! —dy =" —4 (7.07)
(sinh 2y F + 2
2
Pertanto, dalla (7.06) abbiamo: > G,, =2 B, - (7 —4) (7.08)
m=1 m=1

Tenendo presente la (7.05) , dalla (7.08)
ricaviamo: 2282,” —(1——)4—(——4)———3

m21
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da cui B, = (7.09)

T
2m -
m21 6

N | W

che ¢ perfettamente identica alla (5.02).
La relazione (7.04) e ’integrale che figura nell a (7.07) li abbiamo ottenuti utilizzando
serie divergenti.

Pertanto, ¢ da ritenere valido, anche in questo caso, il procedimento seguito.

7.01 Ponendo, nella (7 .01), x = iz, otteniamo: ﬂ G, g W) (7.10)
“+l = m!
= - 2m ¢ 1\m
ciod: 2is cosz+12 lSl.nZ izt zsinz =Z sz (-1 +iz (7.11)
(cosz+1)" +(sinz) cosz+1 = (2m)!
Uguagliando le parti reali della (7.11), ricaviamo:
ZSinZ ZZm( 1) Z4m Z4m+2
= Z G2m Z G4m PR z G4m+2 A
cosz+ 1 m=0 (2 )' m=0 (4m)' m=0 (4m + 2)'
4m+2
_MZO 4m(4 )' ;N)‘ 4m+2‘(4 +2)'
T .
Per z ==, otteniamo: ) dme2 7.12
2 mz;)[ 4m (4 )' ‘ 4m+2‘(4 +2)'( ) ] 2 ( )

La serie del 1° m embro della (7.12), costituisce una serie, rappresentata da %

La (7.10), per z>n , ¢ una serie divergente, per cui, applicando, alla (7.10), I’integrazione

di cui al punto 3.01, ricaviamo:

» . 2iz ®" -
J.Oe = +1d mz;) Iz e “dz,dacui:

0 —z ZZZ —z(1+i+ik — k=1 (1 )
[Ce dz—2zkz>(;( 1)[ (i4ib) gy = 21%() T ;() Y

A 3 1 1—k?
= 2 A+ H2 e (l+k)

k>1 k>1

36, 0 [ e = E G0 = TG 411 TG G

m=0 m=0 m=0 m=1

Uguagliando le parti reali dei risultati delle due precedenti relazioni, otteniamo:

1+ Z (G4m - G4m—2) 2( ) 2 ) da Cui
m=1 J>1 (1 k )
> (G, +Gona) = Y (D k2 ——1=-0,236575 (7.13)
m21 k>1 (1 +k )
2iz

Abbiamo verificato che la parte immaginaria dell’integrale I: e’ dz ¢ uguale ad i,

iz

e“ +1
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mentre la parte reale dello stesso integrale ¢ uguale a (1 —0,236575).

11 1° membro della (7.13 ) costituisce una serie divergente, rappresentata dal valore  -0,236575.

7.02 Sostituendo, nella ( 7.01), -x ad x, abbiamo: 1 (7.14)
e + k>0
La (7.14), per x = &, ¢ una serie divergente, per cui, applicando, alla (7.14),
I’integrazione di cui al punto 3.01, troviamo:
0 -2 )" = .
I e Y Z G, ) J x"e*dx, dacui
0 e +1 0 m! 0
o -2x n’
efx - _ 2 1 k xe—x(Hk)dx - _ 2 k _r
L e’x+1 ;( ) j kzw( D e 1+ k) 6
> G, - 1) j edy =G, (-)" = ~1+>.G
m 2m
m=0 m=0 m=1
Uguagliando i risultati delle due precedenti relazioni, troviamo:
Zsz—l—f (7.15)
m=1
Ritroviamo, cosi, la (7.05).
7.03 Sostituendo nella (7.01), x = py, con p>0,
: 2 g
otteniamo: & = z G, (py) (7.16)
Operando sui due membri della (7.16), abbiamo:
k_ k
k _-py(4k) _ DYy
Zpyé(—l) e I = %;Gk r (7.17)
Moltiplicando, per e**~", ambo i membri della (7.17), troviamo:
k _y(p-1)
23 (=) yerth =N g P 7.18
p;( )" ye ; T (7.18)

Derivando, n volte, rispetto ad y, i due membri della (7.18), ricaviamo:
zp ( 1) [ },(1) —y(1+pk)](n D — G [ } )(1)[ y(p- 1)](n 7) (7'19)

Ponendo, nella (7.19), y=0, e tenendo presente quanto precisato nel punto  4.00, 7° capoverso,

_1\n!
ricaviamo: Z (=D 1+ pk)™" = ( 21;’1 z G, p"* (Z }p )=

k>0 k>0

(- 1)”71 (p— l)rk1 (_I)IH 2wl 1 n—2k
= + E G -1 7.20
2 2pn = 2P 2k p=h ( )
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Esamineremo vari casi:
a) Caso di n=2m (m=1, 2, 3, ...)
Ponendo, nella (7.20), n=2m, ricaviamo:

1k 2m-l _ _(p_l)zm_l 1 w[2M)
> (=D*+ pk) > D> Gyurp (Zk j(p )

k>0 4pm =

Ponendo, nella (7.21), p=1, troviamo:
' 1 1
_1 k 1+ k 2m—-1 — _1 k*lkmel — —7G - 22m _1 B
;( ) (+k) ;( ) a0 2m( )B,,,
Ritroviamo, cosi, la (4.11b)

Dalla (7.21), per p=2, ricaviamo:

k 2m-1 :_l_
D (=D (1+2k) 5

= 8m ‘= k=1
Poiche il 1° membro della (7.23) ¢ uguale a zero, come risulta dalla (6.14), dalla
medesima (7.23), ricaviamo:

ZG2A22"£ J = —4m

k>1
La precedente relazione (7.24) consente di calcolare i numeri di Genocchi.
Nell’ultimo passaggio della (7.23) abbiamo utilizzato la (7.02).
Per m=1, dalla (7.23), ricaviamo:

1-3+5-7+...= —;+jé(3) =0

b) Caso di n=2m+1
Ponendo, nella (7.20), n = 2m+1, abbiamo:

_1)2m 1 2m+1 _
D1+ k2m:(p n G. p* _ )22k
;( ) (1+ pk) : 2p(2m+1); S0 P G

Ponendo, nella (7.25), p=1, abbiamo:
Z(_l)k(l_l_ k)Zm — Z(_l)kflkZm =0

k=0 k=1

Ritroviamo, cosi, la (4.11a)
Per p=2, dalla (7.25) ricaviamo:

2m:l 1 [ 2m+1 _
(=D (1+2k) 5 74(2 > G,2 [21( j

>0 m+1) 55

2m+1
— l_¥232k22k(22k_1) m
2 22m+1) = 2Ue
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come risulta dalla (6.13),

2m

Poiché il 1° membro della (7.27) ¢ uguale a ;E
dalla medesima (7.27) ricaviamo:

P 2k

La (7.27a) collega i numeri di Eulero con i numeri di Genocchi.
Nell’ultimo passaggio della (7.27) abbiamo utilizzato la (7.02).

o (Zm + 1)
> Gy,2 =2Q2m+1)(E,, —1) (7.27.2)

7.04 Consideriamo I’espressione seguente:
X 2x 2x

=X 7.28
e"—le" +1 e -1 (7.28)
Ricordando la (4.03) e la (7.01), abbiamo:
k m h __h+1
X X 2" x
B, — G,—)=) B 7.29
Derivando, n+1 volte, rispetto a x, 1 due membri della (7.29), e ponendo dopo, x=0,
, “(n+l
troviamo: Z i Gy =B,2"(n+1), n>0. (7.30)
k=0
2m+1 2m+1 )
Pern=2m, (m=1,2,...), Y p Gois =By, 27" (2m+1) (7.31)
k=0
. n(2m+1 o
da cui 2m+1)B,G,, + o 2 Gopitor = By, 22" 2m+1) (7.32)
k=0
Poiché G,, ., =0, la precedente relazione (7.32), si riduce a:
(2m+1)B,G,, + 2m+1)B,,G, =B,, 2" 2m+1)

da cui - ;Gm +B,, =B,,2"
ciog: G,, =2(1-2"")B,,
Ritroviamo, cosi, la (7.02)
Osserviamo che la precedente relazione ¢ valida a nche per m=0
Per n=2m—1, dalla (7.30) ricaviamo:

& 2m 2m—1

> v PG = Boyi2 (2m) (7.33)

k=0

Per m>1, abbiamo:

m 2m
Z U 235Gy =0 (7.34)

k=0

La (7.34) rappresenta un’altra relazione che lega i numeri di Genocchi ai numeri
di Bernoulli
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8.00 Sui numeri di Catalan
(Eugéne Charles Catalan, nato a Bruges, Belgio, nel 1814,
morto a Liegi nel 1894)

D (2k
Consideriamo la serie Z( D {k }ck (8.01)

= k+1

La serie (8.01) € una serie convergente per ‘x‘ < 41‘, ed ¢ divergente per ‘x‘ > 41‘ .

I valori assoluti dei coefficienti delle potenze della serie (8.01) rappresentano i ben
noti numeri di Catalan, di cui i primi valori, per k=0, 1,2,3,...,
sono datida: 1, 1, 2, 5, 14,42, 132, 429, 1430, 4862, 16796, ...

Dalla (8.01), ricaviamo:

(GR)) p o (D TQk+)) K _
;kﬂ(} Z;kﬂr(kﬂ)r(kﬂ)x

A 1.3
(=1)F 22 Lk + )F(k+1) 11 (-4) F(k+5)1“(5) k

~ il Jr F(k+1)F(k+1)

V& Tk

_72( —4)Fx ka 2 (1—;)2 i (8.02)

k=0

Applicando la (3.04) alla (8.02), ricaviamo:

S
z( D' k= 2jlt;_l(1—t)z_ll dt = (t=—2-) = Er’ . b
o0 k+1 o 1+ 4xt 1+y T 1+yl+y+4xy

1
L
:gro o1 I+4x o dy 2 1 T 1Jr£1+4x'r° y? dy

= — mw(sin—)" =
I+y 1+y+4xy —4x nm—4x 2 r —4x 9 1+ y(1+4x)

1 21+4x 1

. T V1+4x -1
= +— r(sin—) = ———
-2x 7w 4x J1+4x 2 2x

, cioé:

2k
( Dt ( \/1+4x 1 (8.03)
k>0 k+1
%71
Ricordiamo che: Jm 4
0 1+

VI+4x -1

Pertanto, la serie (8.01), per 4x>1, ¢ una serie divergente, rappresentata da 5
X

dpn—-2

Per i numeri di Catalan , ¢ valida la relazione ricorrente  C, = |
n+

n—1
La relazione C, = z C,C,, ¢dovutaal matematico Segner.
k=1
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I numeri di Catalan risolvono molti problemi di matematica discreta .

) (ij 5t (8.03a)

Dalla (8.03), per x=1, abbiamo: Z L 5

. D -1
11 1° membro della (8.03a) costituisce una serie divergente, rappresentata da: \62

rappresenta la sezione aurea di un segmento di lunghezza unitaria.

1l valore

Moltiplicando, per x, ambo 1 membri della (8.03), e derivando rispetto ad x, otteniamo:

2k 1
-1 ‘= 8.04
é( g (k } N1+ 4x ( )

Ora, il 1° membro della (8.04), per 4x > 1, costituisce una serie divergent e,
per cui., applicando, alla (8.04), I’integrazione di cui al punto  3.01, abbiamo:

2k Ao 1 1\ Kk 9-(2k+3)
2. D x'e " dx =re‘x & _ _l+e4[£_2ZQ 27
ko jo o Jl+4x 2 2 2k +3

k>0

], cioé

2k 1 1V E A-(2k+3)

k=0 k=0 2’ k>0

11 1° membro della (8.05) costituisce una serie divergente, rappresentata dal valore

dell’ultimo membro della (8.05), che ¢ uguale a:  0,545641.

dx

11 calcolo dell’integrale M = “e 2 Pabbiamo riportato nell’ Appendice B, punto 5.1).
IO V1+4x

9.00 Sui numeri di Stirling di seconda specie.
(James Stirling, scozzese, nato a Garden (Stirlingshire) nel 1692,
morto a Edimburgo il 5 dicembre 1770 )

I1 numero di Stirling di seconda specie, S(n.k), rappresenta il numero di raggruppamenti

di n oggetti distinti in esattamente k gruppi (vedasi Testo [1 1] apag. 79).

X 1\k n
Essi derivano dalla serie: (ek'l) = Z S(n, k) x—'
. nzk n.

(9.01)

Derivando, n volte, rispetto a x, e ponendo

x k (n)
dopo, x=0, troviamo: S(nk) = [ (ek'l) ﬂ
: x=0

dove con S(n,k) vengono indicati i numeri di Stirling di seconda specie.
Per ogni k intero non negativo, n >k, detti numeri sono tutti numeri interi positivi.

[ primi numeri S(n.k) sono forniti dalla tabella seguente, che costituisce il Triangolo
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di Stirling di seconda specie:
1
11
1 3 1
1 7 6 1
1152510 1

131 906515 1

9.01 Sostituendo, nella (9.01), -x ad x,

abbiamo: (e’- Z S(n k) (9.02)

n>k
Per x>1, la serie al 2° membro della (9.02) ¢ divergente, per cui, applicando,
alla (9.02), I’integrazione di cui
. L -Df - 1) I~
al punto 3.01, otteniamo: J.O e a dx ZS (n,k)——— I dx (9.03)

nxk

© x (e_x B l)k - (e_x _l)k -x _
——dx f Tde

Operando sui due membri della (9.03), ricaviamo: J.O e T

ey =[OV gy o OV D

Kk+1)  (k+1)!

> S(n k) x”e’xdx = > 8(n,k)(-1)"
n>k n>k

Uguagliando i risultati delle due ultime

relazioni, ricaviamo: ZS(n (D" = (5{ 1)) (9.04)
n=k .

Per k=1, troviamo: Z S(n)(=D" =
n=l1

Poiché S(n,1) =1 per qualsiasi n intero p051tivo, dalla precedente
relazione, ancora una volta, otteniamo la (2.03), cio¢: I-1+1-1+...=

La serie indicata al 1° membro della (9.04), per ogni valore di k intero positivo,
costituisce una serie divergente, rappresentata dal valore del 2° membro della medesim a
(9.04), che dipende solamente da k. Osserviamo che S(n,0)=0, S(0,0)=1.

9.02 Ponendo, nella (9.01), x=iz,

otteniamo: (-0 l) =3 S(n k) (’Z) (9 .05)
nzk
La serie del 2° membro della (9.05), per z>1, ¢ divergente, e qulndl, applicando, alla (9.05),
I’integrazione di cui al punto 3.01, abbiamo:

'[) —z(elzk_) dZ_ZS( k)() J'O 2o dz

nxk
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Operando sui due membri della precedente relazione, ricaviamo:

(el -1 1 h'_
[e (ek!)dz Z( Ul)j gy Z( )U( )

y

DY (k\(=1) k=D k 1)’
Z()(\() z()[ﬁju’

= Kk j]1+j2 = K ]}1+]

D S, k)(i) =D S@nk)(=1)" =iy S@2n-1,k)(-1)"

n=k nzk nxk

Uguagliando le parti reali e quelle immaginarie delle due precedenti relazioni, abbiamo:

k J
D S@nk)(-1)" = cW’ Z(JLIJ) (9.06)
K (1)
;:S(Zn—l,k)(—l)” ;( kl') [j}ﬁ;)z (9.07)

I primi membri delle (9.06) e (9.07 ) costituiscono, per ogni k intero positivo, serie
divergenti, rappresentate, rispettivamente, dal valore finito dei secondi membri delle
predette (9.06) e (9.07).

Per k=1, essendo S(2n,1) =1, e S2n -1,1) =1,

dalle (9.06) e (9.07) ric aviamo: I-1+1-1+...=—

Ritroviamo, cosi, ancora una volta, la (2.03).

10.00  Sui numeri di Stirling di prima specie.
Il numero di Stirling di prima specie, o numero dei cicli di Stirling, s(n,k) ,
rappresenta il numero di permutazioni di n oggetti che hanno esattamente k cicli
(vedasi Testo [1 1] a pag. 80).
Essi derivano dalla serie: [ln(l;x)] = ZS(n,k)x—' (10.01)
! e n!
dove con s(n,k) vengono indicati i numeri di Stirling
di prima specie. Derivando, n volte, rispetto ad x, ambo i membri

k )
della (10.01), e ponendo dopo, x=0, abbiamo: s(n,k) = [ln(l;x)]‘o

n-1
Per k=1, troviamo: s(n,1) = [(1+ x) 1ﬂ ! FO?}@” = (-1 (n-1) (10.02)
I primi numeri de Stirling di prima specie sono forniti dalla tabella seguente, che rappresenta

I Triangolo di Stirling di prima sp ecie:
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1

-1 1

2 31
-6 11 -6 1

24 -50 35 -10 1
Per ogni k intero positivo, i valori di s(n,k), n >k, sono numeri interi a segni alterni.
Per x>1, la serie al 2° membro della (10.01) risulta divergente, per cui, applicando,
alla (10.01), ’integrazione di cui

. = _|In(1 o
al punto 3.01, abbiamo: J.O e’ [n(;xﬂd ZS(n k)— I dx,

n>k
L o [ln(1+x)]
da cui ricaviamo: Zs(n k) = J.
n=k

Ponendo , nell’integrale indicato nel 2° membro della (10.03), 1+x = e”, otteniamo:

f [in+ 0] x)T

* h=0

h2) = o oo h+2
SRS 2(+')jyyedy—k2] )Mz(if(k+y

1>0 *v20 h>0 v=0

h=0 ' v=0

—Efl)Zm m( v}aw;
[e 7x[1n(1+X)]* 0 (- 1) ( ] |
o ey ~——> (h+2) ; pertanto:

h=0 ' v=0

S sn, k)—ez(hl) S (h+ 2)[ V]

nxk h>0 < w20
La serie indicata al 1° membro della (10.04) costituisce, per ogni k intero positivo,

una serie divergente, rappresentata dal valore finito del 2° membro.

< [+ o]
k!

L’integrale IO e x lo possiamo calcolare anche nel modo seguente:

[e . LYEE)) I lim

DP["(1+x)" e dx = (14x=y) =
. R ) (1+x=y)
L dime ey, ]
= e 07" [[retdy=—

kle kle -0

lim

e NG D" 1 e w k! (=1)"*
= Te+D)-Y —~——— J=—mPmH-Yy =~~L _
Kle—0 b e +D hZ; h! g+h+1] k![ M ;;h!(hﬂ)“‘]

Quindi: ZS(”’k) = ]fl[r(k)(l)]+(_l)kez}ll,(_hlk)h
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11 2° membro della (10.05) rappresenta una formula che ci indica, in modo piu
evidente, che essa fornisce, per ogni k intero positivo, un valore finito.

Per k=1, dalla (10.05) ricaviamo:

(-1 (= 1)"
s(n,]) = €1
; (n,1) = ¢[I"(1) - hZ‘ o h ; o h
Tenendo presente la (3.08), rileviamo che: Z s(n,l) =Z (=D*k!
nl1 k=0

Confrontando la (10.04) con la (10.05), otteniamo:

k _ 1\ Itk

h>0 ' v=0 h>1

Nell’ Appendice B, punto 7.0), abbiamo indicato un modo per calcolare il valore di T"*)(1),

utilizzando la formula seguente:

I lim & (k1) |
ra) = 1m0[r(1+g)\11(1+g)}"‘“: m Z(. )‘<f>(1+g)\y<“f>(1+g),
& —>

e—> 03\

dove Id+e)=T(A+e)¥(1+¢), e,

Dalla (10.02), otteni amo:
_ 1\
D s(n )= (-1)"nl= f e In(l+x)dx=-c @+ ) (k'll)c) =0,596347 (10.07)
nx1 n20 k=1 .
La serie indicata al 1° membro della (10.07) costituisce una serie divergente,
rappresentata dall’integrale che figura nel 3° membro della (10.07), il cui valore ¢ 0,596347,
come si rileva dalla (3.08).
Per k=0, dalla (10.06)
abbiamo: Z( D' > (h+2) _Z( D’ > (h+2)" j tedt=

h=0 ' v20 h=0 ' v20

D o ~
=Z( ) J e’et(}”z)dt:j ee’dt=e";
h>0 h' 0 0

h=0 "¢ h=1

1 (=D’ (= 1)” .
— e -1
Sommando i risultati della ultime due relazioni, otteniamo il risultato finale

che ¢ uguale ad 1, come era da aspettarsi.

10.01  Ponendo, nella (10.01), k=1, x =
(iz)"

otteniamo: In(1+iz) = Z s(n, 1)— ciog

nx1
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1 Z2n 227171
—In(l+z*)+iarctanz = Y s(2n,1)(-1)" -1y sCn-L1)(-1)"
5 ( ) Z:, (2n,1)(-1) n Z} ( )(=D) @n-1)

Uguagliando le parti reali e quelle immaginarie della precedente relazione , ricaviamo:

Z2n

> s2n,)(=1)" =

In(1+ z*
n>1 (2n ( )

N | —

2n-1
z

D s@n-1D)(=1)" Q1) = arctan z

nx1

Per z>1, le serie indicate al 1° membro delle (10.08) e (10.09) sono serie divergenti,

per cui, applicando, alle predette relazioni, I’integrazione di cui al punto  3.01, abbiamo:

> s@n)(-1)" = ; j: e In(1+2%)dz

n=l1

D s@n-1Lh)(=1)""= J.: e * arctan zdz

nl1

Sviluppando i calcoli degli integrali delle due relazioni precedenti, abbiamo;

; j:e In(1+z%)dz = j:

iz =Y (-1 2k +1)! =0,343378
1+z o

o _ 0 eiz _ Y =
jo ¢~ arctan zdz L e > (~1)f(2k)! = 0,62145

k>0
Dalle relazioni prece denti si evince, chiaramente, che le serie indicate nei primi membri
delle (10.10) e (10.11) sono serie divergenti, rappresentate, rispettivamente, dagli integrali
indicati nei secondi membri delle medesime relazioni, 1 cui valori numerici sono,

rispettivamente, 0,343378 e 0,62145.

11.00 Sui numeri di Bell (Eric Temple Bell, nato a Peterhead, Aberdeen, Scozia,
i1 07.02.1883, morto a Watsonville, California, il 21.12.1960).
Il numero di Bell ra ppresenta il numero totale dei modi di disporre n oggetti in gruppi
(vedasi Testo [1 1] a pag. 80).

n

I numeri di Bell derivano dalla serie = Sp

n

= n!
dove i numeri b, indicano i numeri di Bell. I primi valori dei numeri di Bell,
pern=1,2,3,..., sono dati da: 1, 2, 5, 15, 52, 203, 877, 4140, 21147, 115975, ...
Inumeri b, sono tutti interi positivi, e definiti dalle relazioni seguenti:

bn+1 = Z(Z })k ) bn = ; S(n’k)’ bO =1

k=0
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(vedasi Testo [10], apag. 210).

kx n

Dalla (11.01), ricaviamo: e’lz € - an al

k>0 k' n20 n‘

Derivando, n volte, rispetto ad x, i due membri della relazione precedente, e ponendo

dopo, x=0, otteniamo: b, = e’lz k' (formula di Dobinski)

k>0
Alcuni testi indicano 1 numeri di Bell con la lettera B. Altri testi 1i indicano con la lettera b.
Noi abbiamo preferito indica rli con la lettera b per distinguerli dai numeri di Bernoulli

che, generalmente, vengono indicati con la lettera B.

11.01 Sostituendo nella serie (11.01), -x ad x,

troviamo la relazione: e’ = Z -1"b, x—' (11.03)
n>0 n.
La serie (11.01) converge per ‘x‘ <1, e diverge per ‘x‘ >1, per cui, applicando,
alla (11.01), I’integrazione di cui al
. . © el -y _ n 1 © n_-x

punto 3.01, abbiamo: L e’ “etdx = ; =D"p, ;J; x"e “dx
(11.04)

Dal 1° membro della

(11.04), ricaviamo: ro e e dy = —e! ro e de™ =(eF=y)=—¢" JO e’dy =1-¢!

B b o I
Dal 2° membro della (11.04), otteniamo Z =D"b, l'j: x"e'*dx=z -=D"b,
n=0 n. n=0
quindi :

> ()'b,=1-¢" (11.05)
n=0

La serie indicata al 1° membro della (11.05) ¢, chiaramente, una serie divergente,

ma ¢ rappresentata dal valore 1 —e™'

Dal 1° membro della (11.05), ricaviamo: D (Db, = 1+ (b, —b,, )

n=0 n>1
da cui D (by, by, ) = —¢ (11.06)

nx1

Il 1° membro della (11.06), costituisce una serie divergente, rappresentata dal valore  (—e™').

11.02 Ponendo, nella (11.01),

X = iz, troviamo: ele = Y = anﬂ (11.07)

La Comunicazione - numero unico 2008-2009




UNA NOTA SULLE SERIE DIVERGENTI E LORO UTILIZZAZIONE
(SECONDA PARTE)
(A NOTE ON DIVERGENT SERIES AND THEIR UTILIZATION)
(SECOND PART)

La serie indicata nell’ultimo membro della (11.07), per z>1, ¢ divergente, per cui, applicando,
alla (11.07), 'integrazione di cui al punto 3.01, abbiamo:

e’lzi.[: ee®d: = Zb _[ - (ZZ) ~~~_dz ,dacui

k>0 k' n=0

e'lzire'ze”‘deZ e’ 11 =e’ 1 Ivik

=0 k!0 im0 k! 1—ik SN+ k?
= i% vy LK R (11.08)
okl 1+k Sokl1+k
o -z (l'Z)” — N\ n . n
;an e sz - %bn (l) _;bZn (_1) _l% b2n—l (_1) (1 109)

Uguagliando le parti reali e quelle immaginarie degli ultimi membri delle relazioni
(11.08) e (11.09), otteniamo:

1 1
b, (1) = 'Y~ (11.10)
;2 1+ k>
" 1 k
2@MGD=— e (11.11)
CiOé: ZbZn (_l)n - Zb4” - zb4n+2 :1+Zb4n - Zb4n72 2671 l ! 2
n>0 n>0 n>0 n>l1 n>l1 k>0 k‘ 1+ k
zbZn—l(_l)n =-1+ Zb4n—1 - Zb4n+1 =_¢! lL ,
n=1 n>1 n>1 k>0 k' 1 + k2
1 1
da cui: b, — > b =e'y — —1 =-0,40427
Z‘ o Z‘ 2 1+ &

ZQM—ZmHzall k —-1=-0,7198;

n=1 n21 k=0 E 1 + k2
cioe: b, —b, + b, —b, +...=—0,40427 (11.12)
b, —b,+by—b, +..=—0,7198 (11.13)

Pertanto i primi membri delle (11.12) e (11.13) sono serie divergenti, rappresentate,

rispettivamente, dai valori —0,40427 ¢ —0,7198.

12.00  Sui numeri complementari di Bell

[ numeri complentari di Bell derivano

dalla serie

(12.01)

dove E rappresentano i numeri complementari di Bell.

La (12.01) ¢ una serie a segni alterni, ma non regolari. [ primi valori dei numeri

complementari di Bell sono dati da:
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by =1,b,=—1,b, =

Dalla (12.01) ricaviamo: Z( ) (e ) = ZBH al

k=0 120 n!

Derivando, n volte, rispetto ad x, la precedente relazione, e ponendo dopo, x=0,

otteniamo la seguente relazione: b: = Z (=1)*S(n,k) (12.02)

Per x>1, la serie al secondo membro della (12.01) costituisce una serie divergente, €

quindi, applicando, alla (12.01), I’integrazione di cui al pu nto 3.01, abbiamo:

0 1 o g7
e dx= (e" =1+ eldy=—| e’'d——=1- d
f (e" y)= IO s ) ly IO Ty LHyy
Ricordando la (3.07), troviamo:
_ k
re-xel-f‘dx ity ED ﬂ (12.03)
0 = klk |
>'b, lrx"e”‘dxzzgn (12.04)
120 " nld n>0
— (-D* |
Pertanto: Db, = e+, pral | =—0,596347 (12.05)
n=l k>1

La serie del 1° membro della (12.05) costituisce una serie diverg ente, rappresentata
dal valore del 2° membro della (12.05), che ¢ ugualea  —0,596347.

Dalla (12.01) ricaviamo: ez & 1) B = Bn — (12.06)

0 k! 120 n!

Derivando, n volte, rispetto a x, ambo i membri

— k n JR—
della (12.06), e ponendo dopo, x=0, troviamo: Z ( ll)c' Ko e’'b, (12.07)
k=0 .
12.01 Sostituendo nella (12.01 ), -x ad x, troviamo: e " = " (1208)

n=0
Per x>1, la serie del 2° membro della (12.08) costituisce una serie divergente ,

per cui, applicando, alla (12.08), I’integrazione di cui al punto 3.01, abbiamo:

j e e Ny Zb,,( D" j e dx (12.09)

n=0

Calcolando gli integrali dei due membri della (12.09), troviamo:

J':efxe—(e’*el)dx _ _J':ee—e"defx —(eF=y)= —eJ.lOefydy =e—1
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ZZ;n (_1')'1 J.:x”e’xdx = Zgn D"

n=0 n. n=0

Sostituendo il risultato delle due precedenti relazioni

nella (12.09), abbiamo: Dba(-1)" = e-1,

n=0

ciog 1+ bow = bay1 = e—1,dacui

n=1 nx1

> by, =by ) =e=2

nl1
La serie indicata al 1° membro della (12.10), ¢ una serie divergente, rappresentata da (
E’ evidente che anche il 1° membro della (12.11), f ornisce una serie divergente,
rappresentata dal valore ( e—2).

12.02 Ponendo nella (12.01), x=iz, abbiamo: e =Zl;n (i) , a = 1,17] =-1,

n=0 n!

Per z>1, la serie del 2° membro della (12.12), rappresenta una serie divergente, per cui,
applicando, alla (12.12), I’integrazione di cui al punto 3.01, abbiamo:
© —(e"-1) — 7 @ © -z
Joee dz ;bn n!J.Oze dz

Calcolando gli integrali che figurano nella (12.13), ricaviamo:

-z _—(e"— _ (_1)/( © (i _ (_l)k 1 _
J:e e gz —ez r Ioe a k)dz—ez T l—ik_

k>0 k>0
= ez (_1)k 71 + iez (_1)k k
~ K 1+k° ~ K 1+k°
ZE,,QL“’Z"e-Zdz = > b, (0)" =D bau(=1)"+i D bawui (=1)"
n=0 n. n=0 n=0 n=0

Uguagliando le parti reali e quelle immaginarie delle due precedenti relazioni, troviamo:

7. N\ — (_l)k 1
2 b = e

n=0 k=0
b e DK
b n+ _1 = e Py
2w = e
ciog D ba =Y bana =Y, CDT 150155
n>1 >l =k 14k , ,
7 n 7 n 7 7 7 (_ l)k k
sznn(—l) = _ZbZn—l(_l) = b, +zb4n+l —ZZMH = 62 5
n=0 n=1 n=1 n=1 k=0 k' 1+ k
I . L — — D" &k
Da quest’ultima relazione, ricaviamo: z by = by )= ez +1=0,07144.

2
=l i k! 1+k
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Chiaramente, i primi membri delle (12.14) e (12.15) sono serie divergenti,

rappresentate, rispettivamente, dai valori 0,59155 e 0,07144.

13.00 Consideriamo la serie: )lc = 7—' (13.01)
e _1 n>0 n
I primi valori di CT sono dati da: CT) = l,a = —l,Ci2 = 1,73 = 1,64 = i,a = l,CT = _>
3 4, 15 6 84

La (13.01) ¢ suscettibile di essere tra sformata in:

x x e -1 _ £—| (e"—l)h—|= —x"
: = {ZB,C pr J{ZB,? o >, - (13.02)

o . =
e’ -1 e —le* -1 =0 =0 | =

Derivando, n volte, rispetto ad x, gli ultimi due membri della (13.02),

e ponendo dopo, x=0, ricaviamo:
- n n n—j
Cn: . jZBhS(n_jah)a n>0; (1303)
Jj=0 h=0

essendo, come € noto, B 6By, i numeri di Bernoull i, e, S(n-j,h) i numeri

di Stirling di seconda specie.
Per x>1, la serie che figura nell’ultimo membro della (13.02) ¢ divergente, per cui,

applicando, alla (13.02), I’integrazione di cui al punto 3.01, abbiamo:

[ dxz(eX=1+y)=jwln(1+y) V0420552
0 ol 0 e’ =1 (I+y)

71 o -
ZCnaJ.Oxe dx=ZCn

n=0 n=0

Uguagliando i risultati delle precedenti due relazioni, abbiamo: Z Ci =0,420552. (13.04)

n>0
La serie che figura al 1° membro della (13.04) costituisce una serie divergente,

rappresentata dal valore 0,420552, indicato nel 2° membro della predetta (13.04).

X = Zc*n(_x)n (13.05)

! n=0 n'

13.01 Sostituendo nella (13.01 ), -x ad x, ricaviamo: -
e

Per x>1, la serie del 2° membro della (13.05) ¢ divergente, per cui, applicando,

alla (13.05), I’integrazione di cui al punto 3.01, abbiamo:

0 llm 00

~D*| (Inx)e™dx = D) DP| xTedx =(x=1+y) =

;()jl( ) s 0n D O (x=1+y)
lim -

= e DY (1+y)ed 14.03

;02D O a+yyedy (14.03)

Calcoliamo I’integrale che figura nell’ultimo membro della (14.03).
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j(1+y)e}dy Z( 8 hdy=(y=i)=
( l)h z h dZ —e—h— _
S W T j( ) 2) dz =
(=)' T(h+DI(-e —h-1) _ r(1+g) 1 T
; h! I'(-¢) ,,Z(;( b 7 T(2+h+¢) (sinzme)(— 1)
sin g
.« Ta+e) 1
hz(;r(2+h+g) ;(l+h+s)(h+g)...(1+e) (14.04)
Sappiamo che: ! = 3 ! - = (r=s+1)=
A+h+e)h+e).(l+e) S r+e)h+1-mI(=D)" -1
Z( DI (14.05)

= h LS}S+1+8
Tenendo presente i risultati delle (14.03), (14.04) e (14.05), ricaviamo:

k[* k _-x S, lim 1 h\T(k+1 —1-k k
;(—1) [(nx)ear = -e g( 1) ;Z;( ) (J (F(1+))( stlte) ()=

:_e—lzkyzz( b’ [h\ 1 (14.06)

k>0 k>0 50 J(S +1)*!
11 valore dell’ 1ntegrale che f igura nel 2° membro della (14.02 ) ¢ uguale a 0,245857.

Abbiamo ciog: [ 0245857
U 1+Ilnx
Tenendo presente la (14.06),
h
troviamo: Zk'zz( I’ [ | — = —¢(0,245857) = - 0,668307 (14.07)
=0 720 s=0 J( +1)

La serie multipla indicata nel 1° membro della (14.07) definisce una serie divergente,
rappresentata dal valore numerico ugualea —0,668307 .

14.01 Consideriamo la serie:

1
-D(nx)* = ——— 14.08
;( )" (Inx) 15 (nx)’ (14.08)
11 2° membro della (14.08) I’abbiamo ottenuto applicando la (3.04).

Il 1° membro della (14.08) & una serie che converge per e’ < x < e, e diverge per

0<x<e',eper x> e. Pertanto, applicando alla (14.08) I’integrale di cui al punto  3.01,
otteniamo una nuova serie divergente, defi nita da:
dx
1 Inx)*e“dx = _ 14.09
2 (- ) [ (inx) [[e iy (14.09)
Operando sui due membri della (14 09), troviamo:
> (=D j (Inx)* e dx = Z( D D@“j xeTdx = 3 (-1 TP (1) (14.10)
k=0 k>0 k>0
[fe Lz =0,608816 (14.11)
0 1+ (Inx)

Uguagliando il risultato della (14.10) con quello della (14.11), otteniamo :
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D (=DFTEOI) = 0,608816
k=0
Nell’ Allegato B, punto 7), abbiamo riportato un procedimento per il

calcolodi T (1).

q-1

14.02 Moltiplicando, per ol
1+x

, 0<Re(q)<1, ambo i membri della (14.08),

ed integrando, rispetto ad x, tra i limiti zero ed infinito, otteniamo un’altra
serie divergente, definita da:

R e

= 0 1+ x 1+ (Inx)?

Operando, abbiamo:

2 =Df I (In )” X Z( 1) D“’”[ dx— > (-1 D<2k>( )

k=0 k=0 k=0
o x 1 dx . v e dz
el Tl e
0 T+ x1+(Inx) “l+e” 1+z

11 calcolo dell’integrale indicato nel 2° membro della (14.15), I’abbiamo
riportato nell’ Appendice B, punto 8), ed abbiamo ottenuto:

1
e dz sinf[tg2h+1)]  « COS(E -9
J. P 27[2 2 2 T +
=l+e’ 1+z o (2h+1) -1 2 1
cos—
2
inL_
) cos[ng(2h+1)] ir Sm(z )
ot 2h+1)" -1 cosE
Uguagliando il risultato della (14.14) con quello della (14.16) , troviamo:
1
. cos(——q)
k>0 n=0 U (Zh + 1) -1 2 CcoS —
.1
sin(——
(2 q9)

2h+1 ]
+2inY co;[frq( h2+ )] _%
o T (2h+1)" -1 cos -
La (14.17) ¢ una relazione molto suggestiva.

Sviluppando il 1° membro della (14.17), otteniamo:

(14.12)

(14.13)

(14.14)

(14.15)

(14.16)

(14.17)

Z( 1) D(Zk)( ) — Z( 1) D(Zk) (27_”2 efmq(Zthl)) 271_12 T 2k Z (2h + 1)2k —ingq(2h+1) _

k>0 k>0 h>0 k>0 h>0
=2miy . n*y (2h+ 1)2" {cos[rng(2h + 1)]—isin[ng(2h +1)]} =
k>0 h>0
=2 ™Y (2h+1)* sin[ng(2h+ D] +2m Y 7> (2h+1)** cos[ng(2h +1)]
k>0 h>0 k>0 h>0

Uguagliando le parti reali e quelle immaginarie tra 1’ultimo membro della relazione

precedente (14.18) ed il 2° membro della (14.17), troviamo:
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I
- cos(——¢q)
S Y @h+ D sinfrg(2h+ )=y Sm@h D177

k>0 h>0 >0 7T (2h + 1) -1 4

COS —

|
sin(— — q)
S 7S 2h+1)* cos[ng2h+1)] =Y coslrq(2h+ D] _ 17772

2 2
>0 >0 o 2h+1) -1 4 cos L

1 . .
Perq= 5 abbiamo, come & noto, sin[zg(2h+1)]=(=1)", e, cos[rq(2h+1)] =

Pertanto, dalla (14.17a), ricaviamo:

-’ 1 1
N (=D)'QRh+1)*] = - ( + — =0,180758,
; é( Ve " gnz(zhﬂ)z—l 4 1
COS —
mentre il 1° ed i1 2° membro della (14.18a) sono nulli.
Dalla (14.17), invece, otteniamo:
~1)" T 1
1 20 —_ ( +— =1,135737
;( ' G )q"s ,;)nz(zhﬂ)z—l 2 oL

Le serie indicate al 1° membro delle (14.17b) e (14.18b) sono serie divergenti ,

rappresentate, rispettivamente, dai valori numerici 0,180758,e, 1,135737.

14.03 Riprendiamo la (14.08)

k % _ 1
é(_l) () = iy

q-1

Moltiplicando, per _x , ambo i membri della (14.08), ed integrando,

1+ x)(1+1Inx)

rispetto ad x, tra i limiti zero ed infinito, otteniamo un’altra serie divergente, definita da:

—1 -1
x? o0 x? dx

;(_l) J, ) (oo™ b @ ois o 1+ (nx)?

Ponendo x=¢”, nel 1° membro della (14.20), otteniamo:
-1 gq-1

ZIc; _ W [peo X
Z( o -[ (In (l+x)(1+1nx) Z( ) '[0 Py (1+x)(1+lnx)dx

(2k) 1 ]
R (1+e*)(1+2) “

k>0

L’integrale indicato nell’ultimo membro della (14.21), I’abbiamo calcolato
nell’ Appendice B, punto 9), utilizzando il 2° teorema integrale di Cauchy,

ed abbiamo ottenuto il seguente risultato:
1 einq(2h+l) 1-¢q

J. eqz—dz = —Zﬁiz +i ¢
- +e’)1+z o 1+in(2h+ e+
(1+e )(1+z) 1+im(2h +1) 1
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Sostituendo la precedente nella (14.21), ricaviamo:
g-1

2k— _ (2k) -
2D I (In x) (1+ x)(1+lnx) =D J" (I+e )(1+Z)

k=0 k=0

- 2k M . )
271%% ; 1+’ (2h+1) [sin[ng(2h+1)] - (2h +1)cos[nq(2h +1)]]+

; 2h+1)2k ) el
—2my (—n 2h+ 1)sin[ng(2h +1)] + cos[ng(2h + 1)]] +ir ; 14.23
zZ ;an(zhﬂ)z[( )sinlq(2h-+ D]+ cos[ag(2h+ Dl + iz — (14.23)

ponendo, x= ¢”, nell’ultimo membro della (14.20) ricaviamo:

i g-1 e
J~ b dx _ 1 dz (14.24)
O (1+x)(1+1nx) 1+ (Inx)’ “l+e’ l+z1+2°
L’integrale indicato al 2° membro della (14.24) I’abbiamo calcolato nell’ Appendice
B, punto 10), utilizzando il 2° teo rema integrale di Cauchy, ed abbiamo ottenuto:
J-oo e 1 dz _ o Z sin[7mg(2k + 1)] 7 (2k + 1) cos[nq(2k + 1)]
< l4+e” 1+z1+2° 0 -7tk +1)*
T cos(; —q)—sin( —q) - cos[mg(2k + )] + 7 (2k + Dsin[ng(2k + )] _im &'
4 o0 ' k+1)* -1 2 e+l
cos(—)
2
cos(l -q)+ sin(l -q)
L 2 (14.25)
4 cos(l)
2
Uguagliando le parti reali e quelle immaginarie dei secondi membri
delle (14.23) e (14.25), otteniamo:
2h+1)%%
2y _@ht)7 sin[rng(2h +1)] - (2h+1) cos[ng(Rh+1)]] =
Z ;Hﬂz(zm)z[ [7g(2h+1)] =7 (2h +1) cos[g(2h + D)]]
1y —sint-
. Sinlmg 2k + D] - 22k + D cos[ng(2k +1)] | g €055 ~9)—sin(5—q)
=21 Z 0 ; (14.26)
‘=0 1-7* 2k +1)* 4 cos(2)
2
2h+1)* . e
-2y (—ﬂ' 2h+Dsin[ng(2h+1)]+ cos[ng(2h+1)]] + 7 =
Z; §1+n2(2h+l)2[ ( )sin[7g( )] [7rg( ] ol
1 yisind
cos[nq(2k + )]+ m (2k + 1) sin[ng(2k + 1)] Tel & COS(z ) sm(2 9
=21y -= (14.27)
=0 ntQk+1)* -1 2 e+l 4 cos(L)
2
Perq= ; ,abbiamo:  sinzg(2h+1) = (-1)", cosng(2h+1) =0, e, quindi, dalla
(14.26) e (14.27) ricaviamo:
2k Nk
TRy EVCEDT s DL a9 (14.28)
k=0 h>01+ﬂ: (2h+1) kZ()ﬂ (2k+1) _1 1

8 COS(E)
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Zﬂzk+lz(—1)h(2h+1)”” _ _Z(—l)kn(2k+1)+ 1

+
P 1+’ (2h+1) St Rk+1)' -1 Scosh(;)
P S 0,221704 (14.29)
8cos(—
( 2)

Osserviamo che le serie indicate nei pri mi membri delle (14.26) e (14.27) sono
serie divergenti, rappresentate, rispettivamente, dai valori dei secondi membri delle
medesime (14.26) e (14.27).

Anche le serie indicate nei primi membri delle (14.28) e (14.29), sono serie
divergenti, rappresentate, rispettivamente, dai numeri 0,132178 e 0,221704

Conclusioni

Nel corso dell’esposizione dello studio in parola, abbiamo rilevato un numero cospicuo di serie
divergenti, a ciascuna delle quali corrisponde un numero o un’espressione numerica finit a;
abbiamo anche constatato che ¢ possibile utilizzare le serie divergenti nello sviluppo dei normali
calcoli matematici.

Cio corrisponde esattamente a quanto segnalato dal matematico francese Emile Borel, il quale,
nell’Introduzione al Testo [6], a pag. 13, affermava:

Le probléme fondamental est le suivant: Faire correspondre a chaque série divergente numérique
d’une classe aussi large que possibile, un nombre tel que la substitution de ce nombre a la série,
dans le calculs usuels ou elle peut se présenter, donne des résultats exacts , ou du moins presque
toujours exacts.

Un vivissimo ringraziamento va rivolto a tutti coloro che, con il loro contributo e con i loro
utilissimi suggerimenti, hanno consentito il completamento del pre sente lavoro. Un particolare
ringraziamento va al Prof. Ing. Filippo Aluffi Pentini dell’Universita di Roma “ Sapienza” per la
sua continua, cordiale assistenza e collaborazione.

Siamo grati a tutti coloro che inoltreranno osservazioni o suggerimenti, indi rizzando a:

p-cutolo@inwind.it
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Appendice B
(SECONDA PARTE)

7) Procedimento per il calcolo di T (1)

r® () = lim [F(Z)‘P(Z)}k_l) _ lim S(k._l)—(j)(z)\};(k—l—j)(z)
z—>1 z—=>13\J

j=0
Hlk-1Y . .
- Z[ . }(” ¥ (1), (>0) (B7.1)
=0
] z—-1 _
essendo Y(z)= e = J” 1dt -7, (B7.2)
I'(z) % ¢-1
Derivando, n volte, rispetto a z, la (B7.2), ricaviamo:
(n) _ ltz_l (lnt)” _ ! h+z-1 n _ o -uy
¥ (z)_joit_1 dt = ;Lt (Int)'dt=(t=e")=
= SN [Te " (cuy et du = ()" Y ———— (B7.3)
; J.O = (h+2)"!

Ponendo, nella (B7.3), z=1, otteniamo:

1
YON=()"nY ————=(=1)""n!
M= SyENE (=D

1
= ()"

Per n=0, dalla (B7.2) abbiamo: Y1) = 11:((11)) =—y (B7.5)

2
T

Per n=1, dalla (B7.4) ricaviamo: W¥'(1) = o

= (=)' nI¢ (n+1) ,(n>0) (B7.4)

Per j=k-1, tenendo presente la (B7.5), dalla (B7.1) ricaviamo:

k=2

roa = Z[k._l}“’ OP M)+ (1)(—y)

=0
Tenendo presente la (B7.4), troviamo:

rms= ki(l; _1)'(” (OED (k= j=DIC (k= H+T " (D(=y), (k>1),  (BT.6)

Ponendo, nella (B7.6), successivamente, k =2, 3, ... k, possiamo ricavare k -1

equazioni, nelle incognite T"'(1),T""'(1),...,[“’(1). Supposti noti i valoridi ¢ (k- j),
j=0,1,2, 3, ..., k-2, possiamo, facilmente, ricavare I"''(1) dalla prima equazione, e sostituirla
nella seconda; successivamente, ricaviamo ["''(1) e la sostituiamo nella terza; e, cosi di
seguito, fino ad arrivare a calcolare I'*(1) in funzione di termini noti.

Oppure, una volta ricavate le k -1 equazioni come sopra definite, ¢ possibile calcolare

(1) attraverso il metodo di Cramer (Gabriel Cramer, nato a Ginevra il 31.07.1704,
morto a Bagnols -sur Céze i1 4.01.1752).

Con lo stesso metodo & possibile calcolare anche T'*) (;) ; infatti, ponendo nella

(B7.3), z= i, ricaviamo:
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2n+1
“”() =D n! =)y =
; (h-l- 1)n+1 h=0 (2h )n+]

— (_ 1\ 1nntl 1 _
=(=D"2 ”'[Z (Zh)'”l +Z(2h+1)n+l Zznﬂ

h=1 h=0 h=1

=<—1)"‘2"“n'{2 —sz MU

=

_|
n+1 lJ

= (D"l = DE (n+ 1)

et dz
“1+e” 1+ 2z
Per il calcolo dell’integrale S utilizziamo il 2° teorema integrale di Cauchy,
e scegliamo la curva semplice e chiusa c, come quella del punto 2) dell’ Appendice B,
(vedasi Fig.1)
La funzione integranda di S presenta infiniti poli nei punti  z, =in(2k+1),k=0, 1, 2,

8) Calcolo e sviluppo dell’integrale S= I

inoltre presenta un polo nel punto z=i.
Operando, abbiamo:

qz

J-oo e™ dx N J-ﬂ e peidd _ o lim z—i e

0 , i
o lte 1+ x° P 14 e 1+ (pe”)’ zi(z+i)Nz—i)1+¢€°
lim — @ qi 1 gin (2k+1) .
+ 2mi ] =7 ) FAY e— = A(q)+iB(q)
Z>zZ, s l+e’ 1+z l1+é' 0 11+[m(2k+1]
sin[mg2k+1)] 7 "OS(E‘Q)
essendo A(q) = —2712 . - + =
Sk’ -1 2 1
2
sin(l— q

)
B(q) = an cos[ng(2k+1)] = 2

k>0 7T : 2k + 1)2 -1 2 Cos(l)
2

k

Perq= 1,abbiamo: A(l) = _2ﬂz . ) 4 T 1
2 2 cor 2k+1) -1 2 COS(l)
2
1
B(-) =0
)

e” dz

9) Calcolo e sviluppo dell’integrale U = J
“l+e” 1+z

Per il calcolo dell’integrale U utilizziamo il 2° teorema integrale di Cauchy,
e scegliamo la curva semplice e chiusa ¢, come quella del punto 2) dell’ Appendice B,
(vedasi Fig.2)

La funzione integranda di U presenta infiniti poli nei punti z, =in(2k+1),k=0, 1,2, ...;

9

operando, abbiamo:

’ ,i0 0.
J-—l—s e”™ dx +J-oo e”™ dx +J-fr e”  pe”ido N

-l |4 et 14+ x 0 14 1+ pe

© 1+e" 1+x
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i0 . .
+J-0 e?ree) ge”id6 i lim z—z, e*
= Qi =
"1+ 14+ (—1+ge”) 2z, S 1+e 14z
. 1 /" (2D
oy - (B9.1)

o —11+in(2k+1)

Per p > o0, eper € — 0, il 3° integrale del 1° membro della (B9.1) ¢ nullo,
e dalla (B9.1), ricaviamo:

in (2k+1) e

=27 )y — +ir 5
=l+e’ 1+x o —11+im(2k+1) I+e

J~w eqxﬂ i 1 e

. . 1-q
_ 2m,z 1 [1-in(2k +1)][cos ncg(Zk +1) ;I- isinmg(2k +1)] i
< —1 1+7°(2k+1) I+e
_ 27_[21 sin[rg(2k +1)] - 7r2(2k +1) (:205[71'(](2k +1)] .
oo | 1+ 722k +1)
. 1-¢q
N 2m.z 1 cos[ng(2k+ D]+ 7r2(2k +1) im[nq(2k +1)] L inl (B9.2)
o —1 1+7°(2k+1) I+e
1 .
Per g= 5 abbiamo:
1
" x/2 _1\k 2
J e ‘ dx _ 277-'2 (2 1) . _2ﬂiz(_1)k 77(22k+1) _+in € (B9.3)
=l+e" 1+x o 1+7°(2k+1) =0 1+7°2k+1) l+e
|
10) Calcolo e sviluppo dell’integrale V = J. ¢ dz 5
=l+e 1+z1+z
Per il calcolo dell’integrale V utilizziamo il 2° teorema integrale di Cauchy,
e scegliamo la curva semplice e chiusa ¢, come quella del punto 2) dell’ Appendice B,
(vedasi Fig.2).
La funzione integrand a di V presenta infiniti poli nei punti z, =ir(2k+1),k=0,1,2, ...;
inoltre presenta un polo nel punto z=i.
Operando, abbiamo:
-1-¢ £l 0 g - ape” i0 -
J~1 e 1 dx2+J- e 1 dx2+J- e _ 1.9 pe lci@z
= l+e" I+x1+x el+e 1+ x1+x O 1+eP 1+pe” 1+ (pe”)
0 @1+ 1 ge”id
+J i0 0 oN2
lee ' 1+ (=1+ge” ) 1+ (=1+ge”)
lim - # lim —i &
. z—z, 1 e2+2m, z—1 e 1
z>zZ 0 l+e’ 1+z1+z2 z—=>i(z+i)z-i)1+e" 14z
qin (2k+1) qi
oS L] e et 1 B10.1)

+r -
S -11+inRk+D)1-7°Qk+1)> 1+ 1+i

Passando al limite per p — o, e per ¢ — 0, il 3° integrale del 1 °© membro della (B10.1)
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¢ nullo, e quindi dalla precedente relazione (B10.1) otteniamo:

J~w e 1 dx m,z 1—in 2k +1) cos[gn(2k+1)]+isin[mg(2k +1)] N
= 1+e 1+ x 1+ x7 7?2k +1)? 2 k1) 1
cosg+ising 1—i ir e .
T = S(q)+iT(q), dove
1+cosl+isinl 2 2 1te’ (@+iT(q)
(- g)-sint - g)
S(q) = —271'2 sin[7g(2k +1)] - (2k + 1) cos[ng(2k +1)] . gCOS , 4 sin 54
7' Qk+1)* -1 4 cos(L)
2
(- q)+sinC —g)
cos[ng(2k + )]+ (2k + )sin[rg(2k+1)] = cos ) q) + sin 5 q
T(q) = 27, . ' K N
k>0 T (2k+1) —1 4 1
cos(—)
2
T e
+— .
21+e

Per g= ; , dalle due relazioni precedenti ricaviamo:

1 —DF T 1
S(2):_2ﬂ242(k)14 14
o (2k+1)" - COS(E)
1 Dk +1 T 1 b3
T(*) :27[2(4) ( - )_7 +
2 St k1) -1 4

1 1
cos(— 4 cosh(—
(2) (2)
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