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Sommario: con il presente lavoro viene

affrontato lo studio di relazioni riguardanti

serie divergenti, soprattutto quelle con termini a

segni alterni, e della loro utilizzazione

Abstract:  with this work we examine the

study of  relations concerning  divergent

series, particularly those having powers with

alternate signs, and their utilization. 

 

7.00  Sui numeri di Genocchi  
              ( Angelo Genocchi, nato a Piacenza il 5 marzo 1817, morto a  Torino il 7 marzo 1889 ) 

           Consideriamo la serie          
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                                                       (7.01)     

La (7.01) è una serie dove i coefficienti mG  rappresentano i ben noti numeri di Genocchi.  

I primi valori di mG  sono dati da:  

2073,155,17,3,1,1,1,0 1210864210 =−==−==−=== GGGGGGGG  

Per m = 1, 2, 3,…,  =+12mG  0 

I numeri di Genocchi mG2  sono legati ai numeri di Bernoulli dalla seguente formula:  
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     per cui:    04 >mG ,   024 <−mG ,    (m=1,2,3,…)  

     ( per la formula (7.02), vedasi Testo  10  , a pag. 49)  

     La (7.02) è facilmente dimostrabile.  
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Uguagliando i coefficienti delle potenze di x con lo stesso grado, otteniamo facilmente  

     la (7.02).  La serie (7.01) converge per x< π , e diverge per π≥x , e, quindi, applicando,  

     alla (7.01),  l’integrazione  di cui  

     al punto 3.01,  troviamo:           dxex
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     Calcolando l’integrale del 1°  membro della (7.03), troviamo:  
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     Per il 2° membro della (7.03), tro viamo: 
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     Il 1° membro della (7.05)  definisce una serie div ergente, rappresentata dal valore (
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     Ora, dalla (7.02), ricaviamo:      ∑
≥1

2
m

mG = m
m

m

m
m BB 2

1

12

1
2 22 ∑∑

≥

+

≥

−                                        (7.06) 

     Tenendo presente la (5.03), ed applicando la (3.04), rica viamo: 
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     applicando il teorema dei “Residui”, più precisamente il 2° teorema integrale  

     di Cauchy, ed abbiamo ottenuto il seguente risultato:  
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     Pertanto, dalla (7.06) abbiamo:                 ∑
≥1

2
m

mG  = −∑
≥1

22
m

mB ( 4
2

2

−
π

)                            (7.08)  

     Tenendo presente la (7.05) , dalla (7.08)  

     ricaviamo:                                                ∑
≥1

22
m

mB  = (
6

1
2π

− ) + ( 4
2

2

−
π

) = 3
3

2

−
π

,   



181La Comunicazione - numero unico 2008-2009

NN
OO

TT
EE

UNA NOTA SULLE SERIE DIVERGENTI  E LORO  UTILIZZAZIONE

(PRIMA PARTE)

(A  NOTE ON DIVERGENT SERIES AND THEIR UTILIZATION) 

da cui                                                                 ∑
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che è perfettamente identica alla (5.02).  

La relazione (7.04) e l’integrale che figura nell a (7.07) li abbiamo ottenuti utilizzando  

serie divergenti.  

Pertanto, è da ritenere valido, anche in questo caso, il procedimento seguito.  

7.01  Ponendo, nella (7 .01), x = iz, otteniamo:         
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 Uguagliando le parti reali della (7.11), ricaviamo:  
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La  serie del 1° m embro della (7.12), costituisce una serie, rappresentata da 
2

π
. 

La (7.10), per π≥z , è una serie divergente, per cui, applicando, alla (7.10), l’integrazione  

di cui al punto 3.01, ricaviamo:  
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Uguagliando le parti reali dei risultati delle due precedenti relazioni, otteniamo:  
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mentre la parte reale dello stesso integrale è uguale a (1 – 0,236575).  

Il 1° membro della (7.13 ) costituisce una serie divergente, rappresentata dal valore  -0,236575.    

7.02   Sostituendo, nella ( 7.01), -x ad x, abbiamo:   
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          La (7.14), per π≥x , è una serie divergente, per cui, applicando, alla (7.14),  

 l’integrazione di cui al punto 3.01, troviamo:  
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Uguagliando i risultati delle due precedenti relazioni, troviamo:  
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Ritroviamo, così, la  (7.05). 

 

7.03 Sostituendo nella (7.01), x = py, con p>0,  
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Operando sui due membri della (7.16), abbiamo:                                                                             
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Moltiplicando, per )1( −pye , ambo i membri della (7.17), troviamo:  
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Derivando, n volte, rispetto ad y, i due membri della (7.18), ricaviamo:  
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Ponendo, nella (7.19), y=0, e tenendo presente quanto precisato nel punto 4.00, 7° capoverso, 
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Esamineremo vari casi:  

a)   Caso di n=2m (m=1, 2, 3, …)  

 Ponendo, nella (7.20), n=2m, ricaviamo:  
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Ponendo, nella (7.21), p=1, troviamo:  
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Ritroviamo, così, la (4.11b)  

Dalla (7.21), per p=2, ricaviamo:  
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Poichè il 1° membro della (7.23) è uguale a zero, come risulta dalla (6.14), dalla  

medesima (7.23), ricaviamo:  
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La precedente relazione (7.24) consente di calcolare i numeri di Genocchi.  

Nell’ultimo passaggio della (7.23) abbiamo utilizzato la (7.02).  

Per m=1, dalla (7.23), ricaviamo:  
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b)  Caso di n=2m+1  

Ponendo, nella (7.20), n = 2m+1, abbiamo:  
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Ponendo, nella (7.25), p=1, abbiamo:  
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     Ritroviamo, così, la (4.11a)  
      Per p=2, dalla (7.25) ricaviamo:  
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      Poiché il 1° membro della (7.27) è uguale a mE22

1
, come risulta dalla (6.13),  

     dalla medesima (7.27) ricaviamo:   
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      La (7.27a)  collega i numeri di Eulero con i numeri di Genocchi.  
     Nell’ultimo passaggio della (7.27) abbiamo utilizzato la (7.02).   
 
 
 7.04        Consideriamo l’espressione seguente:  
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Ricordando la (4.03) e la (7.01), abbiamo:  
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Derivando, n+1 volte, rispetto a x, i due membri della (7.29), e ponendo dopo, x=0,  
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Poiché =+12mG 0, la precedente relazione  (7.32), si riduce a:  
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Ritroviamo, così, la (7.02)  

Osserviamo che la precedente relazione è valida a nche per m=0 
Per 12 −= mn , dalla (7.30) ricaviamo:  
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Per m>1, abbiamo:  
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La (7.34) rappresenta un’altra relazione che lega i numeri di Genocchi ai numeri  

di Bernoulli  
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8.00       Sui numeri di Catalan  

            (Eugène Charles Catalan, nato a Bruges, Belgio, nel 1814,  
   morto a Liegi nel 1894)  

             Consideriamo la serie                          k
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La serie (8.01) è una serie convergente per 
4

1
<x , ed è divergente per 

4

1
≥x . 

I valori assoluti dei coefficienti delle potenze della serie (8.01) rappresentano i ben  

noti numeri di Catalan, di cui i primi valori, per k=0, 1,2,3,…,  

sono dati da: 1, 1,  2,  5, 14, 42, 132, 429, 1430, 4862, 16796, …  

Dalla (8.01), ricaviamo:  

                                           k
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                                                                           (8.02)  

Applicando la (3.04) alla (8.02), ricaviamo:  
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,        cioè:  
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                                                                                    (8.03)  

Ricordiamo che:                                            dy
y

y
∫

∞
−

+0

1
2

1

1
= 1)

2
(sin −π

π  

Pertanto, la serie (8.01), per 4x ≥ 1, è una serie divergente, rappresentata da 
x
x

2

141 −+
 

Per i numeri di Catalan , è valida la relazione ricorrente  11

24
−+

−
= nn C
n
nC ,    2≥n  

La relazione kn

n

k
kn CCC −

−

=
∑=

1

1

   è dovuta al matematico Segner.  
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I numeri di Catalan risolvono molti problemi di matematica discreta . 

Dalla (8.03), per x=1, abbiamo:   ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

−∑
≥ k

k
kk

k 2

1

)1(

0

 = 
2

15 −
                                                  (8.03a)  

   Il 1° membro della (8.03a) costituisce una serie divergente, rappresentata da: 
2

15 −
 

   Il valore 
2

15 −
 rappresenta la sezione aurea di un segmento di lunghezza unitaria.  

Moltiplicando, per x, ambo i membri della (8.03), e derivando rispetto ad x, otteniamo:  

                                    k
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                                                              (8.04)  

           Ora, il 1° membro della (8.04), per 4x ≥ 1, costituisce una serie divergent e,  
    per cui., applicando, alla (8.04), l’integrazione di cui al punto 3.01, abbiamo:  
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k
k xk

k

k −∞

≥
∫∑ ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

0
0

2
)1(  =

x
dxe x

410 +∫
∞ −  =  ]

32

2

!

)1(
2

2
[

2

1 )32(

0

4

1

+
−

−+−
+−

≥
∑ kk

e
k

k

kπ
 ,  cioè 

 

              !
2

)1(
0

k
k
k

k

k
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−∑

≥

 =
!

)!2(
)1(

0 k
k

k

k∑
≥

−   =  ]
32

2

!

)1(
2

2
[

2

1 )32(

0

4

1

+
−

−+−
+−

≥
∑ kk

e
k

k

kπ
                    (8.05)  

 
   Il 1° membro della (8.05) costituisce una serie divergente, rappresentata dal valore  

   dell’ultimo membro della (8.05), che è uguale a:      0,545641.  

   Il calcolo dell’integrale  M = 
x

dxe x

410 +∫
∞ −  l’abbiamo riportato nell’Appendice B, punto 5.1).  

 

   9.00  Sui numeri di Stirling di seconda specie.  

         (James  Stirling , scozzese, nato a Garden (Stirlingshire) nel 1692,  

         morto a Edimburgo il 5 dicembre 1770 ) 

Il numero di Stirling  di seconda specie, S(n.k), rappresenta il numero di raggruppamenti  

di n oggetti distinti in esattamente k gruppi (vedasi Testo [ ]11   a pag. 79).  

          Essi derivano dalla serie:          
!

)1(

k
e kx −

=  
!

),(
n
xknS
n

kn
∑

≥

                                                (9.01)  

          Derivando, n volte, rispetto a x, e ponendo  

          dopo, x=0, troviamo:                                        S(n,k) = 
)(

0
!

)1(
n

x

kx

k
e

=
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
 

   dove con S(n,k) vengono indicati i numeri di Stirling di seconda specie.  

   Per ogni  k intero non negativo, n ≥ k, detti numeri sono tutti numeri interi positivi.  

   I primi numeri S(n.k) sono forniti dalla tabella seguente, che costituisce il Triangolo  
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   di Stirling di seconda specie:  

                                                   1  

                                                   1    1  

                                                   1    3    1  

                                                   1    7    6    1  

                                                   1  15  25  10   1  

                                                   1  31  90  65  15   1  

 

     9.01  Sostituendo, nella (9.01), -x ad x,  

             abbiamo:                                             
!

)1(

k
e kx −−

=
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),(
n
xknS
n

kn

−∑
≥

                             (9.02)  

    Per x>1, la serie al 2° membro della (9.02) è divergente, per cui, applicando,  

    alla (9.02),  l’integrazione di cui  

    al punto 3.01, otteniamo:             dx
k
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   Operando sui due membri della (9.03), ricaviamo:   dx
k
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   Uguagliando i risultati delle due ultime  

   relazioni,  ricaviamo:                                    n

kn

knS )1(),( −∑
≥

 = 
)!1(

)1(

+
−
k

k

                                 (9.04)  

   Per k=1, troviamo:     
2

1
)1()1,(

1

−=−∑
≥

n

n

nS  

   Poiché   S(n,1) = 1 per qualsiasi n intero positivo, dalla precedente  

   relazione,  ancora una volta, otteniamo la (2.03), cioè:                     
2

1
...1111 =+−+−    

   La serie indicata al 1° membro della (9.04), per ogni valore di k intero positivo,  
   costituisce una serie divergente, rappresentata dal valore del 2° membro della medesim a 
   (9.04), che dipende solamente da k.  Osserviamo che S(n,0)=0, S(0,0)=1.  
 

9.02   Ponendo , nella (9.01), x=iz,  

         otteniamo:                                   
!

)1(

k
e kiz −

=
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),(
n
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≥

                                      (9 .05) 

   La serie  del 2° membro della (9.05), per z>1, è divergente, e quindi, applicando, alla (9.05),    
l’integrazione di cui al punto 3.01, abbiamo:  
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Operando sui due membri della precedente relazione, ricaviamo:  
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   Uguagliando le parti reali e quelle immaginarie delle due precedenti relazioni, abbiamo:  
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          I primi membri delle (9.06) e  (9.07 ) costituiscono, per ogni k intero positivo, serie  

divergenti, rappresentate, rispettivamente, dal valore finito dei secondi membri delle  

predette  (9.06) e (9.07).  

Per k=1, essendo S(2n,1) = 1, e S(2n -1,1) = 1,  

dalle (9.06) e (9.07) ric aviamo:                                  
2

1
...1111 =+−+−  

Ritroviamo, così, ancora una volta, la  (2.03). 

 

10.00      Sui numeri di Stirling di prima specie.  

               Il numero di Stirling di prima specie, o numero dei cicli di Stirling, s(n,k) ,  

        rappresenta il numero di permutazioni di n oggetti che hanno esattamente k cicli  

       (vedasi Testo  [ ]11  a pag. 80).  

             Essi derivano dalla serie:                                    
[ ]
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              (10.01) 

   dove con s(n,k) vengono indicati i numeri di Stirling  

   di prima specie. Derivando, n volte, rispetto ad x, ambo i membri  

   della (10.01), e ponendo dopo, x=0, abbiamo:                                  s(n,k) =  
[ ]
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)1(ln
)(
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k
x n
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=+
 

   Per k=1, troviamo:  s(n,1) = [ ] )!1()1(
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)1)((
)1( 1

1
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0
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− nnx n
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n
x                              (10.02) 

   I primi numeri de Stirling di prima specie sono forniti dalla tabella seguente, che rappresenta  

   Il Triangolo di Stirling di prima sp ecie: 
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                                     1  

                                    -1     1 

                                     2    -3    1 

                                    -6   11   -6    1 

                                   24  -50  35  -10    1 

  Per ogni k intero positivo, i valori di s(n,k), n ≥ k, sono numeri interi a segni alterni.  

  Per x>1, la serie al 2° membro della (10.01) risulta divergente, per cui, applicando,  

  alla (10.01), l’integrazione di cui  

  al punto 3.01, abbiamo:      
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   Ponendo , nell’integrale indicato nel 2° membro  della (10.03), 1+x = ye , otteniamo:  
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   La serie indicata al 1° membro della (10.04) costituisce, per ogni k intero positivo,  

   una serie divergente, rappresentata dal valore finito del 2° membro.  

   L’integrale 
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[ ] dx

k
xe

k
x

!

)1ln(
0

+
∫

∞ −  = dxexD
k

xk ∫
∞ −+

→ 0

)( )1(
0

lim

!

1 ε
εε

 = (1+x=y) =  

                 = dyeyD
k

yk ∫
∞ −−

→ 1

)1()( )(
0

lim

!

1 ε
εε

= ])([
0

lim

!

1 11

00

)1()( dyeydyeyD
k

yyk +−∞ −− ∫∫ −
→

εε
εε

 = 

                 = ]
1

1

!

)1(
)1([

0

lim

! 0

)(

++
−

−+Γ
→ ∑

≥ hh
D

k
e

h

h
k

ε
ε

ε ε  = ]
)1(

)1(

!

!
)1([

! 0
1

)( ∑
≥

+

+

+
−

−Γ
h

k

kh
k

hh
k

k
e

     

   Quindi:       ∑
≥kn

kns ),(  = ∑
≥

−
−+Γ

1

)( )1(

!

1
)1()]1([

! h
k

h
kk

hh
e

k
e

                                                   (10.05) 



190 La Comunicazione - numero unico 2008-2009

NN
OO

TT
EE Pasquale Cutolo

    Il 2° membro della (10.05) rappresenta una formula che ci indica, in modo più  

    evidente , che essa fornisce, per ogni k intero positivo, un valore finito.  

    Per k=1, dalla (10.05) ricaviamo:  

                                                       ∑
≥1

)1,(
n

ns  = ]
!

)1(
)1('[

1
∑

≥

−
−Γ
h

h

hh
e = ]

!

)1(
[

1
∑

≥

−
+−
h

h

hh
e γ  

    Tenendo presente la (3.08), rileviamo che:                ∑
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    Confrontando la (10.04) con la (10.05), otteniamo:  
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    Nell’Appendice B, punto 7.0), abbiamo indicato un modo per calcolare il valore di )1()(kΓ , 

     utilizzando la formula  seguente:  
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    Dalla (10.02), otteni amo: 
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        La serie indicata al 1° membro della (10.07) costituisce una serie divergente,  

    rappresentata dall’integrale che figura nel 3° membro della (10.07), il cui  valore è 0,596347,  

    come si rileva dalla (3.08).  

    Per k=0, dalla (10.06)  

    abbiamo:                                 ∑ ∑
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     Sommando i risultati della ultime due relazioni, otteniamo il risultato finale  

    che è uguale ad 1, come era da aspettarsi.  

 

10.01    Ponendo , nella (10.01), k=1,  x = iz,  

               otteniamo:                                                ln(1+iz) =
!
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               ziz arctan)1ln(
2

1 2 ++  = ( )!2
)1()1,2(

2

1 n
zns
n

n

n

−∑
≥ ( )!12

)1()1,12(
12

1 −
−−−

−

≥
∑ n

znsi
n

n

n

 

    Uguagliando le parti reali e quelle immaginarie  della precedente relazione , ricaviamo:  

                                          ( )!2
)1()1,2(

2

1 n
zns
n

n

n

−∑
≥

 = )1ln(
2

1 2z+                                                 

 (10.08) 

                                          ( )!12
)1()1,12(

12
1

1 −
−−

−
−

≥
∑ n

zns
n

n

n

 = zarctan                                          (10.09) 

    Per z>1, le serie indicate al 1° membro  delle (10.08) e (10.09) sono serie divergenti,  

    per cui, applicando, alle predette relazioni, l’integrazione di cui al punto 3.01, abbiamo: 

                                           n

n

ns )1()1,2(
1

−∑
≥

 = dzze z )1ln(
2

1 2

0
+∫

∞ −                                            (10.10) 

                                           1

1

)1()1,12( −

≥

−−∑ n

n

ns = zdze z arctan
0∫
∞ −                                             (10.11) 

    Sviluppando i calcoli degli integrali delle due relazioni precedenti, abbiamo;  

                        dzze z )1ln(
2

1 2

0
+∫

∞ − = dz
z

ze z

∫
∞ −

+0 21
 = )!12()1(

0

+−∑
≥

k
k

k  = 0,343378 

                           zdze z arctan
0∫
∞ −  = dz

z
e z

∫
∞ −

+0 21
 = )!2()1(

0

k
k

k∑
≥

−  = 0,62145       

      Dalle relazioni prece denti si evince, chiaramente, che le serie indicate nei primi membri  

    delle (10.10) e  (10.11) sono serie divergenti, rappresentate, rispettivamente, dagli integrali  

    indicati nei secondi membri delle medesime relazioni, i cui valori numerici sono,  

    rispettivamente,   0,343378  e   0,62145.  
 

     11.00       Sui numeri di Bell  (Eric Temple Bell, nato a Peterhead, Aberdeen, Scozia,  

                     il 07.02.1883, morto a Watsonville, California, il 21.12.1960).  

            Il numero di Bell ra ppresenta il numero totale dei modi di disporre n oggetti in gruppi  

            (vedasi Testo [ ]11  a pag. 80 ).  

            I numeri di Bell derivano dalla serie                
1−xee  =  

!0 n
xb
n

n
n∑

≥

                                  (11.01) 

    dove i numeri nb  indicano i numeri di Bell. I primi valori dei numeri di Bell,  

    per n=1,2,3,…, sono dati da: 1, 2, 5, 15, 52, 203, 877, 4140, 21147, 115975, …  

    I numeri nb  sono tutti interi positivi, e definiti dalle relazioni seguenti:  

                                         k

n

k
n b

k
n

b ∑
=

+ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

0
1 ;      ( )∑

=

=
n

k
n knSb

0

, ,      10 =b                                   (11.02) 
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    (vedasi Testo  [ ]10 , a pag. 210).  

    Dalla (11.01), ricaviamo:                    ∑
≥

−

0

1

!k

kx

k
ee  = 

!0 n
xb
n

n
n∑

≥

 

    Derivando, n volte, rispetto ad x, i due membri della relazione precedente, e ponendo  

    dopo, x=0, otteniamo:                        nb  = ∑
≥

−

0

1

!k

n

k
ke          (formula di Dobinski)  

    Alcuni testi indicano i numeri di Bell con la lettera B. Altri testi li indicano con la lettera b.  

    Noi abbiamo preferito indica rli con la lettera b  per distinguerli dai  numeri di Bernoulli  

    che, generalmente, vengono indicati con la lettera B.  

 

11.01    Sostituendo nella serie  (11.01), -x ad x,  

                     troviamo la relazione:                             1−− xee = 
!

)1(
0 n

xb
n

n
n

n∑
≥

−                            (11.03) 

    La serie (11.01) converge per 1<x , e diverge per 1≥x , per cui, applicando,  

    alla (11.01),  l’integrazione di cui al  

    punto 3.01, abbiamo:                        dxee xe x −∞ −∫
−

0

1  = dxex
n

b xn

n
n

n −∞

≥
∫∑ −

0
0 !

1
)1(                 

(11.04) 
    Dal 1° membro della  

    (11.04), ricaviamo:   dxee xe x −∞ −∫
−

0

1  = xe deee
x −∞− ∫

−

−
0

1  = ( xe− =y) = dyee y∫−−
0

1

1  = 1 1−− e  

    Dal 2° membro della (11.04), otteniamo       dxex
n

b xn

n
n

n −∞

≥
∫∑ −
0

0 !

1
)1( =∑

≥

−
0

)1(
n

n
n b ; 

        quindi :            

∑
≥

−
0

)1(
n

n
nb = 1 1−− e                                                                                   (11.05)  

    La serie indicata al 1° membro della (11.05) è, chiaramente, una serie divergente,  

    ma è rappresentata dal valore  1 1−− e  

    Dal 1° membro della (11.05), ricaviamo:       ∑
≥

−
0

)1(
n

n
nb  = )(1 12

1
2 −

≥

−+ ∑ n
n

n bb  

   da cui            )( 12
1

2 −
≥

−∑ n
n

n bb   =  1−− e                                                                                    (11.06)   

    Il 1° memb ro della (11.06), costituisce una serie divergente, rappresentata dal valore    ( 1−− e ).       

                                            

11.02   Ponendo, nella  (11.01), 

            x = iz, troviamo:                
izeee 1− =  ∑

≥

−

0

1

!k

ikz

k
ee  =

!

)(

0 n
izb

n

n
n∑

≥

                        (11.07) 
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La serie indicata nell’ultimo membro della (11.07), per z>1, è divergente, per cui, applicando,  
    alla  (11.07), l’integrazione di cui al punto 3.01, abbiamo: 

                                dzee
k

e
k

ikzz∑ ∫
≥

∞ −−

0
0

1

!

1
  =  dz

n
izeb

n
z

n
n !

)(
0

0
∫∑

∞ −

≥

, da cui         

                                dzee
k

e
k

ikzz∑ ∫
≥

∞ −−

0
0

1

!

1
 =  ∑

≥

−

−0

1

1

1

!

1

k ikk
e  = ∑

≥

−

+
+

0
2

1

1

1

!

1

k k
ik

k
e  =  

                                                  = ∑
≥

−

+0
2

1

1

1

!

1

k kk
e  + ∑

≥

−

+0
2

1

1!

1

k k
k

k
ie  ;                                      (11.08) 

                   dz
n
izeb

n
z

n
n !

)(
0

0
∫∑

∞ −

≥

 =  n

n
n ib )(

0
∑

≥

 = n

n
nb )1(

0
2∑

≥

− n

n
nbi )1(

1
12∑

≥
− −−                             (11.09) 

    Uguagliando le parti reali e quelle immaginarie degli ultimi membri delle relazioni  

    (11.08) e (11.09), otteniamo:  

                                                 n

n
nb )1(

0
2∑

≥

−  =  ∑
≥

−

+0
2

1

1

1

!

1

k kk
e                                                  (11.10) 

                                                 n

n
nb )1(

1
12∑

≥
− −  = ∑

≥

−

+
−

0
2

1

1!

1

k k
k

k
e ;                                            (11.11)   

      cioè:     n

n
nb )1(

0
2∑

≥

−   = ∑
≥

−
0

4
n

nb ∑
≥

+
0

24
n

nb   =1+ ∑
≥

−
1

4
n

nb ∑
≥

−
1

24
n

nb = ∑
≥

−

+0
2

1

1

1

!

1

k kk
e  

                  n

n
nb )1(

1
12∑

≥
− −  = -1+ ∑

≥
− −

1
14

n
nb ∑

≥
+

1
14

n
nb = ∑

≥

−

+
−

0
2

1

1!

1

k k
k

k
e , 

    da cui:               ∑
≥

−
1

4
n

nb ∑
≥

−
1

24
n

nb    = ∑
≥

− −
+0

2

1 1
1

1

!

1

k kk
e  = -0,40427 

                              ∑
≥

+
1

14
n

nb ∑
≥

−−
1

14
n

nb  = ∑
≥

− −
+0

2

1 1
1!

1

k k
k

k
e  = -0,7198; 

    cioè:                    40427,0...6824 −=+−+− bbbb                                                                  (11.12) 

                                7198,0...7935 −=+−+− bbbb                                                                    (11.13) 

    Pertanto i primi membri delle (11.12) e (11.13) sono serie divergenti, rappresentate,     

     rispettivamente, dai valori 40427,0−  e  7198,0− . 

 

    12.00      Sui numeri complementari di Bell  

                  I numeri complentari di Bell derivano  

                  dalla  serie                                             
xee −1  = 

!0 n
xb
n

n
n∑

≥

                                       (12.01) 

    dove nb  rappresentano i numeri complementar i di Bell.             

    La  (12.01) è una serie a segni alterni, ma non regolari. I primi valori dei numeri  

    complement ari di Bell sono dati da:       
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2

3
,

5

2
,

4

1
,

3

1
,1,1 543210 −=−===−== bbbbbb  

    Dalla (12.01) ricaviamo:                               
!

)1(
)1(

0 k
e kx

k

k −
−∑

≥

 = 
!0 n
xb
n

n
n∑

≥

 

    Derivando, n volte, rispetto ad x, la precedente relazione, e ponendo dopo, x=0,  

    otteniamo la seguente relazione:               ),()1(
0

knSb
n

k

k
n ∑

=

−=                                             (12.02) 

    Per x>1, la serie al secondo membro della (12.01) costituisce una serie divergente, e  

    quindi, applicando, alla (12.01), l’integrazione di cui al pu nto 3.01, abbiamo: 
  

                          dxee
xex −∞ −∫ 1

0
= )1( yex += = dye

y
y−∞

∫ +0 2)1(

1
=

y
de y

+
− ∫

∞ −

1

1
0

= dy
y

e y

∫
∞ −

+
−

0 1
1  

    Ricordando la (3.07), troviamo:  

                                                       dxee
xex −∞ −∫ 1

0
 = ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
++ ∑

≥1 !

)1(
1

k

k

kk
e γ                                     (12.03) 

                    =−∞

≥
∫∑ dxex

n
b xn

n
n 0

0 !

1 ∑
≥0n

nb                                                                                      (12.04) 

    Pertanto:                                           ∑
≥1n

nb   =  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
+ ∑

≥1 !

)1(

k

k

kk
e γ = 596347,0−                        (12.05)   

    La serie del 1° membro della (12.05) costituisce una serie diverg ente, rappresentata  

    dal valore  del 2° membro della (12.05), che è uguale a   596347,0− . 

    Dalla (12.01) ricaviamo:                                             kx

k

k

e
k

e∑
≥

−

0 !

)1(
 =  

!0 n
xb
n

n
n∑

≥

                  (12.06) 

    Derivando, n volte, rispetto a x, ambo i membri  

    della (12.06), e ponendo dopo, x=0, troviamo:      ∑
≥

−

0 !

)1(

k

nk

k
k

   = nbe 1−                             (12.07)    

    12.01 Sostituendo nella (12.01 ), -x ad x, troviamo : )1( −− − xee  =     
!

)(

0 n
xb
n

n
n

−∑
≥

                   (1208)    

    Per x>1, la serie del 2° membro della (12.08) costituisce una serie divergente ,                                    

    per cui, applicando, alla (12.08), l’integrazione di cui al punto 3.01, abbiamo: 

                                    dxee
xex )1(

0

−−∞ − −

∫  = dxex
n

b xn
n

n
n

−∞

≥
∫∑ −
0

0 !

)1(
                                              (12.09) 

    Calcolando gli integrali dei due membri della (12.09), troviamo:  

                   dxee
xex )1(

0

−−∞ − −

∫  = )(
0

yedeee xxe x

==− −−−∞ −

∫  = dyee y∫ −−
0

1
 = 1−e  
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                     dxex
n

b xn
n

n
n

−∞

≥
∫∑ −

0
0 !

)1(
 = n

n
nb )1(

0

−∑
≥

 

    Sostituendo il risultato delle due precedenti relazioni  

    nella (12.09), abbiamo:                                            n

n
nb )1(

0

−∑
≥

 = 1−e ,                               (12.10) 

    cioè                          ∑
≥

+
1

21
n

nb ∑
≥

−−
1

12

n
nb  = 1−e , da cui 

                                                                 )( 12
1

2 −
≥

−∑ n
n

n bb  = 2−e                                            (12.11) 

    La serie indicata al 1° membro della (12.10), è una serie divergente, rappresentata da ( 1−e ). 

    E’ evidente che anche il 1° membro della (12.11), f ornisce una serie divergente,  

    rappresentata dal valore ( 2−e ). 

   12.02   Ponendo nella (12.01), x=iz, abbiamo:    )1( −− izee =
!

)(

0 n
izb

n

n
n∑

≥

,  1,1 10 −== bb ,         (12.12) 

    Per z>1, la serie del 2° membro della (12.12), rappresenta una serie divergente, per cui,  

    applicando, alla (12.12), l’integrazione di cui al punto 3.01, abbiamo: 

                                                       dzee
izez )1(

0

−−∞ −∫  = dzez
n
ib zn
n

n
n

−∞

≥
∫∑

0
0 !

)(
                              (12.13) 

    Calcolando gli integrali che figurano nella (12.13), ricaviamo:  

                                dzee
izez )1(

0

−−∞ −∫  = dze
k

e
k

ikz
k

∑ ∫
≥

∞ −−−

0
0

)1(

!

)1(
= ∑

≥ −
−

0 1

1

!

)1(

k

k

ikk
e = 

                                           = ∑
≥ +

−

0
21

1

!

)1(

k

k

kk
e  + ∑

≥ +
−

0
21!

)1(

k

k

k
k

k
ie  

               dzez
n
ib zn
n

n
n

−∞

≥
∫∑

0
0 !

)(
 = n

n
n ib )(

0
∑

≥

= n

n
nb )1(

0

2 −∑
≥

+ n

n
nbi )1(

0

12 −∑
≥

+  

    Uguagliando le parti reali e quelle immaginarie delle due precedenti relazioni, troviamo:  

                                        n

n
nb )1(

0

2 −∑
≥

 = ∑
≥ +

−

0
21

1

!

)1(

k

k

kk
e  

                 n

n
nb )1(

0

12 −∑
≥

+ =  ∑
≥ +

−

0
21!

)1(

k

k

k
k

k
e ,  

    cioè                   ∑
≥1

4

n
nb ∑

≥

−−
1

24

n
nb  = 1

1

1

!

)1(

0
2

−
+

−∑
≥k

k

kk
e = 0,59155  ;                                  (12.14) 

              n

n
nb )1(

0

12 −∑
≥

+ = n

n
nb )1(

1

12 −− ∑
≥

−  = ∑
≥

++
1

141
n

nbb ∑
≥

−−
1

14

n
nb  = ∑

≥ +
−

0
21!

)1(

k

k

k
k

k
e   

    Da quest’ultima relazione, ricaviamo: )( 14
1

14 −
≥

+ −∑ n
n

n bb = ∑
≥ +

−

0
21!

)1(

k

k

k
k

k
e +1=0,07144.      (12.15)  
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    Chiaramente, i primi membri delle (12.14) e (12.15) sono serie divergenti,  

    rappresentate, rispettivamente, dai valori 0,59155  e  0,07144.  

 

    13.00 Consideriamo la serie:                              
11 −−xee

x
 = 

!0 n
xC
n

n
n∑

≥

                               (13.01)   

    I primi valori di nC  sono dati da:
84

59
,

6

1
,

15

4
,

,4

1
,

3

1
,1,1 6543210 −=====−== CCCCCCC            

    La (13.01) è suscettibile di essere tra sformata in:  

            
11 −−xee

x
 = 

1

1

1 1 −

−
− −xe

x

x e
e

e
x

 = ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ ∑∑
≥≥ 00 !

)1(

! h

hx

h
k

k

k h
eB

k
xB  = 

!0 n
xC
n

n
n∑

≥

                      (13.02) 

    Derivando, n volte, rispetto ad x, gli ultimi due membri della (13.02),  

    e ponendo dopo, x=0, ricaviamo:  

                                                      nC = ),(
00

hjnSBB
j
n jn

h
hj

n

j

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ∑∑
−

==

,        n>0,                             (13.03) 

    essendo, come è noto, hj BeB ,, , i numeri di Bernoull i, e, S(n-j,h) i numeri  

    di Stirling di seconda specie.  

    Per x>1, la serie che figura nell’ultimo  membro della (13.02) è divergente, per cui,  

    applicando, alla (13.02), l’integrazione di cui al punto 3.01, abbiamo: 

                                  dx
e
xe
xe

x

∫
∞

−

−

−0 1 1
 = )1( yex +=  = 

20 )1(1

)1ln(

y
dy

e
y

y +−
+

∫
∞

 = 0,420552 

                                   dxex
n

C xn

n
n

−∞

≥
∫∑
0

0 !

1
 = ∑

≥0n
nC  

    Uguagliando i risultati delle precedenti due relazioni, abbiamo: ∑
≥0n

nC  = 0,420552.           (13.04) 

     La serie che figura al 1° membro della (13.04) costituisce una serie divergente,  

     rappresentata dal valore 0,420552, indicato nel 2° membro della predetta (13.04).  

    13.01 Sostituendo nella (13.01 ), -x ad x, ricaviamo:   
11 −

−
−− xee
x

 = 
!

)(

0 n
xC
n

n
n

−∑
≥

                  (13.05)   

    Per x>1, la serie del 2° membro della (13.05) è divergente, per cui,   applicando,  

    alla (13.05),  l’integrazione di cui al punto 3.01, abbiamo:  

 

                             dxex x

k

kk −

≥

∞

∑ ∫−
0

1
)ln()1(  = dxexD

k

xkk∑ ∫
≥

∞ −−
→ 0

1

)()1(
0

lim ε
εε

 = (x=1+y) = 

                                       = dyeyDe
k

ykk∑ ∫
≥

∞ −− +−
→ 0

0

)(1 )1()1(
0

lim ε
εε

                                        (14.03)   

Calcoliamo l’integrale che figura nell’ultimo membro della (14.03).  
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                           dyey y−∞

∫ +
0

)1( ε  = dyyy
h

h

h

h

∫∑
∞

≥

+
−

0
0

)1(
!
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z
zy
−

=
1

) = 

                            =
2

1

0
0 )1(

)
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1

1
(

!

)1(

z
dz

z
z
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h

h

h
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−

∫∑
≥

ε = dzzz
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h
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)1( 1
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∫∑ −−−

≥

−
− ε  = 

=
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)1()1(

!

)1(

0 ε
ε

−Γ
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≥

hh
hh

h

= h
h

h

h )1)((sin)2(

1

sin

)1(
)1(

0 −++Γ−
+Γ

−∑
≥ πε

π
ε

πε
π

ε
= 

               = ∑
≥ ++Γ

+Γ
−

0 )2(

)1(

h h ε
ε

 = ∑
≥ ++++

−
0 )1)...()(1(

1

h hh εεε
                                               (14.04) 

Sappiamo che:   =
−−−++

=
++++ ∑

+

=
−

1

1
1 )!1()1()!1)((

1

)1)...()(1(

1 h

r
r rrhrhh εεεε

 (r=s+1)=  
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                                                         (14.05) 

Tenendo presente  i risultati delle (14.03), (14.04) e (14.05), ricaviamo:  
 

dxex x
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ke                                                                                        (14.06) 

Il valore dell’integrale che f igura nel 2° membro della (14.02 ) è uguale a  0,245857.  

Abbiamo cioè:                                    ∫
∞ −

+1 ln1 x
dxe x

 = 0,245857 

Tenendo presente la (14.06),  

troviamo:                  
1

0 00 )1(

1

!

)1(
!

+
≥ =≥ +⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛−∑∑∑ k
h

h

s

s

k ss
h

h
k  = )245857,0(e−  = 668307,0−             (14.07) 

La serie multipla indicata nel 1° membro della (14.07) definisce una serie divergente,  

rappresentata dal valore numerico uguale a  668307,0− . 
 
14.01    Consideriamo la serie:  

                                        ∑
≥

−
0

2)(ln)1(
k

kk x  =  
2)(ln1

1

x+
                                                          (14.08)  

Il 2° membro della (14.08) l’abbiamo ottenuto applicando la (3.04).  
Il 1° membro della (14.08) è una serie che converge per exe <<−1 , e diverge per  

10 −≤< ex , e per ex ≥ . Pertanto, applicando alla (14.08) l’integrale di cui al punto 3.01, 
 otteniamo una nuova serie divergente, defi nita da: 

                                          dxex
k

xkk∑ ∫
≥

−∞
−

0

2

0
)ln()1(  =  

20 )(ln1 x
dxe x

+∫
∞ −                                 (14.09) 

Operando sui due membri della (14.09), troviamo:  

dxex
k

xkk∑ ∫
≥

−∞
−

0

2

0
)ln()1(  = dxexD

k

xkk∑ ∫
≥

−∞
−

→ 0
0

)2()1(
0

lim ε
εε

 = ∑
≥

Γ−
0

)2( )1()1(
k

kk                      (14.10) 

                 
20 )(ln1 x

dxe x

+∫
∞ −  = 0,608816                                                                                    (14.11) 

Uguagliando il risultato della (14.10)  con quello della (14.11), otteniamo : 
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                    ∑
≥

Γ−
0

)2( )1()1(
k

kk   =   0,608816                                                                              (14.12)   

Nell’Allegato B, punto 7), abbiamo riportato  un procedimento per il   
calcolo di )1()(kΓ .        
 

14.02    Moltiplicando, per  ,
1

1

x
xq

+

−

 0<Re(q)<1, ambo i membri della (14.08),  

ed integrando, rispetto ad x, tra i limiti zero ed infinito, otteniamo un’altra  
serie divergente, definita da:  

                                     dx
x
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k

q
kk∑ ∫
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+
−

0

1
2

0 1
)ln()1(  = 

20
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)(ln11 x
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x
xq

++∫
∞ −

                                 (14.13) 

Operando, abbiamo:  
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x
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q
kk∑ ∫
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+
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1
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0 1
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0
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1
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−
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()1(
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k
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k

q
D

π
π

;                    (14.14) 

                                   
20

1

)(ln11 x
dx

x
xq

++∫
∞ −

 = )( zex = = 
211 z

dz
e
e

z

qz

++∫
∞

∞−
                                   (14.15) 

Il calcolo dell’integrale indicato nel 2° membro della (14.15), l’abbiamo  
riportato nell’Appendice B, punto 8), ed abbiamo ottenuto:  

211 z
dz

e
e

z

qz

++∫
∞

∞−
 = ∑

≥ −+
+

−
0

22 1)12(

)]12(sin[
2

h h
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π
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−
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1
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)
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1
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                             ∑
≥ −+

+
+

0
22 1)12(

)]12(cos[
2

h h
hqi

π
π

π  

2

1
cos

)
2

1
sin(

2

qi −
−

π
                                                     (14.16) 

Uguagliando il risultato della (14.14) con quello della (14.16) , troviamo: 

∑
≥

−
0

)2( )
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k
q

k

q
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π
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                                      ∑
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2

h h
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π
π

π  

2

1
cos

)
2

1
sin(

2

qi −
−

π
                                            (14.17)  

La (14.17) è una relazione molto suggestiva.  

Sviluppando il 1° membro della (14.17), otteniamo:  

∑
≥

−
0

)2( )
sin

()1(
k

k
q

k

q
D

π
π

= ∑ ∑
≥ ≥

+−−
0 0

)12()2( )2()1(
k h

hqik
q

k eiD ππ = ∑ ∑
≥ ≥

+−+
0 0

)12(22 )12(2
k h

hqikk ehi πππ = 

= ∑ ∑
≥ ≥

+−++
0 0

22 )]}12(sin[)]12({cos[)12(2
k h

kk hqihqhi ππππ = 

= ∑ ∑
≥ ≥

++
0 0

22 )]12(sin[)12(2
k h

kk hqh πππ + ∑ ∑
≥ ≥

++
0 0

22 )]12(cos[)12(2
k h

kk hqhi πππ                      (14.18) 

Uguagliando le parti reali e quelle immaginarie tra l’ultimo membro della relazione  

 precedente (14.18) ed il 2° membro della (14.17), troviamo:  
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∑ ∑
≥ ≥

++
0 0

22 )]12(sin[)12(
k h

kk hqh ππ = ∑
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0
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1
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1
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                               (14.17a) 

∑ ∑
≥ ≥

++
0 0

22 )]12(cos[)12(
k h

kk hqh ππ =∑
≥ −+

+

0
22 1)12(

)]12(cos[

h h
hq

π
π

2

1
cos

)
2

1
sin(

4

1
q−

−                                  (14.18a) 

Per q = 
2

1
, abbiamo, come è noto, hhq )1()]12(sin[ −=+π , e, 0)]12(cos[ =+hqπ . 

Pertanto, dalla (14.17a), ricaviamo:  
 

∑ ∑
≥ ≥

+−
0 0

22 ])12[()1(
k h

khk hπ  = ∑
≥ −+

−
−

0
22 1)12(

)1(

h

h

hπ
+ 

2

1
cos

1

4

1
 = 0,180758,                            (14.17b)  

mentre il 1° ed il 2° membro della (14.18a) sono nulli.  
Dalla (14.17), invece, otteniamo:  
 

  ∑
≥

=−
0

)2(
5,)

sin
()1(

k

k
oq

k

qπ
π

= ∑
≥ −+

−
−

0
22 1)12(

)1(
2

h

h

hπ
π  +

2

1
cos

1

2

π
 = 1,135737                                  (14.18b) 

Le serie indicate al 1° membro delle (14.17b)  e (14.18b) sono serie divergenti , 

rappresentate, rispettivamente, dai valori numerici  0,180758, e,  1,135737.       

 
 

14.03    Riprendiamo la (14.08)   

                                                     ∑
≥

−
0

2)(ln)1(
k

kk x  = 
2)(ln1

1

x+
                                              (14.19) 

Moltiplicando, per 
)ln1)(1(

1

xx
xq

++

−

, ambo i membri della (14.08), ed integrando,  

rispetto ad x, tra i limiti zero ed infinito, otteniamo  un’altra serie divergente, definita da:  
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                                  (14.20) 

Ponendo x= ze , nel 1° membro della (14.20), otteniamo:  

   dx
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                                                                 (14.21) 

L’integrale indicato nell’ultimo membro della (14.21), l’abbiamo calcolato  
nell’Appendice B, punto 9), utilizzando il 2° teorema integrale di Cauchy,  
ed abbiamo ottenuto il seguente risultato: 

                 dz
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e z
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200 La Comunicazione - numero unico 2008-2009

NN
OO

TT
EE Pasquale Cutolo

Sostituendo la precedente nella (14.21), ricaviamo:  
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ponendo, x= ze , nell’ultimo membro della (14.20), ricaviamo:  
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L’integrale indicato al 2° membro della (14.24) l’abbiamo calcolato nell’Appendice  
B, punto 10), utilizzando il 2° teo rema integrale di Cauchy, ed abbiamo ottenuto:  
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                                                                                               (14.25)  

Uguagliando le parti reali e quelle immaginarie dei secondi membri  
delle (14.23) e (14.25), otteniamo:  
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Per q = 
2

1
, abbiamo:     hhq )1()12(sin −=+π , 0)12(cos =+hqπ , e, quindi, dalla  

(14.26) e (14.27) ricaviamo:  
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)

2

1
cos(8

1
+ = 221704,0                                                                                              (14.29) 

Osserviamo che le serie indicate nei pri mi membri delle (14.26) e (14.27) sono  
serie divergenti, rappresentate, rispettivamente, dai valori dei secondi membri delle  
medesime (14.26) e (14.27).  
Anche le serie indicate nei primi membri delle (14.28) e (14.29), sono serie  
divergenti, rappresentate,  rispettivamente, dai numeri  0,132178  e   0,221704  
 

    Conclusioni 

 Nel corso dell’esposizione dello studio in parola, abbiamo rilevato un numero cospicuo di serie  
divergenti, a ciascuna delle quali corrisponde un numero o un’espressione numerica finit a; 
abbiamo anche constatato che è possibile utilizzare le serie divergenti nello sviluppo dei normali 
calcoli matematici.  
Ciò corrisponde esattamente a quanto segnalato dal matematico francese Émile Borel, il quale, 
nell’Introduzione al Testo [ ]6  , a pag. 13, affermava:  
Le problème fondamental est le suivant: Faire correspondre à chaque série  divergente numérique 
d’une classe aussi large que possibile, un nombre tel que la substitution de ce nombre à la série, 
dans le calculs usuels où elle peut se présenter, donne des résultats exacts  , ou du moins presque 
toujours exacts.   

 

 
  Un vivissimo ringraziamento va rivolto a tutti coloro che, con il loro contributo  e con i loro 
utilissimi suggerimenti, hanno consentito il completamento del pre sente lavoro. Un particolare 
ringraziamento v a al Prof. Ing. Filippo Aluffi Pentini dell’Università di Roma “  Sapienza” per la 
sua continua, cordiale assistenza e collaborazione.  

Siamo grati a tutti coloro che inoltreranno osservazioni o suggerimenti, indi rizzando a:  

p.cutolo@inwind.it  
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Appendice  B 

(SECONDA PARTE)  

                                                         
                         

  7)   Procedimento per il calcolo di  )1()(kΓ  

                             )1()(kΓ  = [ ] )1()()(
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lim −ΨΓ
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)( ,                                                                    (B7.2) 

Derivando, n volte, rispetto a z, la (B7.2), ricaviamo:  
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Ponendo, nella (B7.3), z=1, otteniamo:  
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Per n=0, dalla (B7.2) abbiamo:           γ−=
Γ
Γ

=Ψ
)1(

)1('
)1(                                                          (B7.5) 

Per n=1, dalla (B7.4) ricaviamo: 
6

)1('
2π

=Ψ  

Per j=k-1, tenendo presente la (B7.5), dalla (B7.1) ricaviamo:        
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 Tenendo presente  la (B7.4), troviamo:  
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Ponendo, nella (B7.6), successivamente, k = 2, 3, …,k, possiamo ricavare k -1 
equazioni, nelle incognite )1(),...,1('''),1('' )(kΓΓΓ . Supposti noti i valori di )( jk −ζ , 
j= 0, 1, 2,  3, …,k-2, possiamo, facilmente, ricavare )1(''Γ  dalla prima equazione, e sostituirla  
nella seconda; successivamente, ricaviamo )1('''Γ e la sostituiamo nella terza; e, così di  

seguito, fino ad arrivare a calcolare )1()(kΓ in funzione di termini noti.  
Oppure, una volta ricavate le k -1 equazioni come sopra definite, è possibile calcolare  

)1()(kΓ  attraverso il metodo di Cramer (Gabriel Cramer, nato a Ginevra il 31.07.1704,  
morto a Bagnols -sur Cèze il 4.01.1752).  

Con lo stesso metodo è possibile calcolare anche )
2

1
()(kΓ ; infatti, ponendo nella  

(B7.3), 
2

1
=z , ricaviamo:  
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8)    Calcolo e sviluppo dell’integrale  S= 
211 z

dz
e
e

z

qz

++∫
∞

∞−
 

Per il calcolo dell’integrale S utilizziamo il 2° teorema integrale di Cauchy,  
e scegliamo la curva semplice e chiusa c, come quella del punto 2) dell’Appendice B,  
(vedasi Fig.1)  
La funzione integranda di S presenta infiniti poli nei punti )12( += kizk π , k=0, 1, 2, …;  

inoltre presenta un polo nel punto z=i. 
Operando, abbiamo:  
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, abbiamo:    )
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9)    Calcolo e sviluppo dell’integrale  U = 
z

dz
e
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Per il calcolo dell’integrale U utilizziamo il 2° teorema integrale di Cauchy,  
e scegliamo la curva semplice e chiusa c, come quella del punto 2) dell’Appendice B,  
(vedasi Fig.2)  

La funzione integranda di U presenta infiniti poli nei punti )12( += kizk π , k=0, 1, 2, …;  

operando, abbiamo:  
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Per ,∞→ρ  e per 0→ε , il 3° integrale del 1° membro della (B9.1) è nullo,  
e dalla (B9.1), ricaviamo:  
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Per q=
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1
, abbiamo: 
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10)    Calcolo e sviluppo dell’integrale  V = 
211
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Per il calcolo dell’integrale V utilizziamo il 2° teorema integrale di Cauchy,  
e scegliamo la curva semplice e chiusa c, come quella del punto 2) dell’Appendice B,  
(vedasi Fig.2) . 

La funzione integrand a di V presenta infiniti poli nei punti )12( += kizk π , k=0, 1, 2, …;  

inoltre presenta un polo nel punto z=i.  
Operando, abbiamo:  
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Passando al limite per ,∞→ρ e per 0→ε , il 3° integrale del 1 ° membro della (B10.1)  
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è nullo, e quindi dalla precedente relazione (B10.1) otteniamo:  
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Per q=
2

1
, dalle due relazioni precedenti ricaviamo:  
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